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Matematyczna teoria automatow jest dyscypling bardzo mio-
da, w encyklopedii nie znajdziemy o niej dzis jeszoze niczego.
Nie ulega jednak watpliwosci, ze nalezy do tych badan, ktére
beda rozwijane* Jej gkdwnym przedmiotem zainteresowan jest ma-
tematyczno-logiczny mechanizm maszyn cyfrowych* Ale jest ona
zarazem pewnym sposobem patrzenia na wiele innych zjawisk,wy-
kraczajacych poza $wiat maszyn cyfrowych. Teoria automatéw mo-
ze by¢ przydatna w analizie kazdego procesu» niezaleznie od
jego materialnej natury, jesli procesem nazwiemy ciag oddzia-
dywan,standw i przemian zwigzanych okreﬁlonflq zaleznoscig*

Teoria gier powstata wczesniej, kiedy teorii automatow
jeszcze nie bylo, ma bogaca literature i glosne imie. Jednym
z zastosowan teorii gier staly sie niektdre procesy technicz-
no-ekonomiczne i zagadnienia zwigzanych z nimi optymalnych de-
cyzji, raohunek prakseologiczny, prowadzony obecnie coraz cze-
Sciej przy pomocy automatycznych urzadzen liczacych*

A co jesli do analizy takich procesow techniczno-ekonomi-
cznych 1 zwigzanych z nimi zagadnien sprébujemy zastosowaé te-
orie automatow? Czy pojeciem automatu nie mozna w pewnych przy-
padkach i w pewnej mierze zast$pid pojecie gry? Autorem pomys-
4u jest pan Zdzistaw Pawlak. Nastepne stronice to proba objas-
nienia tej propozycji na Kilku konkretnych przykfadach*
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/1*1.1/

1. AUTOMAT

1. 1. Podstawowe pojecia
Automatenm A "bedziemy nazywali piagtke

A =<, X, X, ™, fyn> , przy czym
Q0j Hj , ] jest zbiorem elementéw zwanych
stanami wewnetrznymi automatu,

X m 1%4» *2] eee j Xp} jest zbiorem elementéw zwanych
symbolami wejsciowymi /alfa
het wejsoiowy/ automatu,

Y “ {M1>n2* >vyr } JB8* zbiorem elementébw zwanych
symbolami wyjsciowymi /alfahet
wyjsciowy/  automatu,

f* 1Q *X —"mQ oznacza funkcje, ktora przyporzadkowuje

kazdemu elementowi Al™, x/ pewnego podzbioru iloczynu

kartezjanskiego Q * X jeden™element gQ m iL "~ pew-

nego podzbioru zbioru Q$

f
y

1 Q -*- oznacza funkcje, ktora przyporzadkowuje

kazdemu elementowi pewnego pozhioru zbioru Q jeden ele-

ment y®» = fy “elk ) zbioru Yj

zbiory Q@ , X , T sa skonczone*



Niech x m (gx~" , ®** , X% ‘"bedzie stowem w alfa-

becie X zadanym automatowi /1.1.1/ w stanie g. < Automat od-

czytuje symbol wejsSciowy x , przechodzi w stan £gnt ®
g” , wytwarza symbol wyjSciowy fy ~9_N) * j odczytuje sym-
bol wejsciowy , przechodzi w stan » g/ oitd.

W zbiorze Q mozna wyr6znié element g/ , np. g0 jako stan
poczatkowy, podzbidér Q" = jro* ~l» *** 9 ~Ap} Stanow
czynnych i podzbior QE* 1r"1» A 2» eee > agn } Stanow
koncowych, Stan g” nazywamy poczatkowym, jesli auto-
mat rozpoczyna dziatanie w stanie g™ - Stan g~ nhazywamy czyn-
nym, jesli istnieje x £ X taki, ze Nogh, XN c Q. Stan g©
nazywamy koncowym, jesli & £g°, x*~ C 0 dla kazdego x" e X$
symbol 0O oznacza zbidr pusty*

Automat A ze stanem poczgtkowym gO i podzbiorami Q°, Q

zapiszemy jako sz6stke,

A ™™\Q 9~ Ff "N 97 o >40 9

0 ={v V *re » V am+1 ~ » gn] itd.

Powiemy, ze automat /1*1*1/ przyjmuje w stanie
giV stowo x = {Xi , x312, oo | x:]k/ , jJesli odczytujac x, A osia-
ga kolejno k standw:

S%» V * *tttakiokL” ze fa CH» "

— ’ ’ —

H =V - TN th4 =0 *

Funkcje fV mozna rowniez okresli¢ jako odwzorowanie pew—

nego podzbioru iloczynu Q x Q w alfabet Y a funkcje f& i f({

mozna zastagpi¢ funkcja f\/L? QX X —=Q x Q & Funkcje fg, f({ ,
moga byd zadane przy pomocy tablic lub grafu.

¥ niektérych przypadkach mozliwe jest przedstawienie analityczne.



1. 2. Przyk4t+ad, Samoczynna tacznica

Dziatanie samoczynnej dgcznicy na trzy aparaty telefo-

niczne daje sie przedstawi¢ przy pomocy automatu

At =QA 9X 9Y 9 fd » fy * 40~ » przy czym

Q = {ig* t &) 8* 412, N21* N23* N31* ~"32 9
pl2> P13J p23}

n = (819 s2* s3* *1» x2* x3, x12+% x13* X23*
x31, x32, ~ A x2, 3 A x3, A 9

1 “ fy1* y2> y3} 9

f* :Qx X — *Q dana jest grafem



fU :Q — my dana jest tabliczkg*

*12 *13 *21 *23 *31 *32

y2 y3 y3 yl y2 |

Stowo X = ("s2> X219 ~* *1 ~ *2 ~) oznacza tutaj ciag
dziatan: podniesienie stuchawki 2, wybranie cyfry 1 w aparacie 2
podniesienie shuchawki 1, potozenie na widedki stuchawek 112,
Automat A zaczyna prace w stanie qQ /wszystkie shuchawki na wi-
debkach/, koriczy rowniez w stanie g0 * Funkcja £ przyporzadko-
wuje stanowi g24 symbol wyjsSciowy y» - dzwonek w aparacie 1
gay A w stanie przyjat symbol i przeszedd w -

Automat AN jest obrazem dziatania nie tylko dacznicy tele-
fonicznej. A™ obrazuje zarazem wiele innych zjawisk rozmaitej
natury. Moze on by¢ calkiem dobrze obrazem np. dziakan wojennych
Stowo x = (sjj X M N moze oznaczaC wowczas, ze atakujg-
cy, ktéry przeprowadzit uderzenie s® otrzymat kontruderzenle

x12* czym wy°°fa* sie z pola.
1.3. Przyk+ad, Maszyna Turinga.

Niech bedzie

AN =<MQ L XL, Y L, ,

Q = {v «, €1] ,

X ~jo,1,2 ,... ,9,d,1}

T =0 ,1N, 2N, ... ,9N, oL, L, p),
L €YY XX — -QxY przyporzadkowuje parze



(«@ XIJ €Qx X (h™4 « *u)eQxY 1
dana jest tabliczka

0 4 2 3 14 5 6 7 1 8 S < 1
% 4n 95 9N% OL qz L
i\ f ! ! A /7 b oL
gz Trax T>\ax 7> 9% ?\9z p \92. a* Vgt > 9z *Kk -V

Maszyna H sklada sie z pamieci /tasma podzielona na klat-
ki/ i1 z trzech mechanizméw: automatu AM, czytnika i urzadzenia
piszacego™* Kratki tasmy sag puste albo zawieraja po jednym sym-
bolu alfabetu X. Niech w 7 kolejnych miejscaoh pamieci bedzie
zapisany ukdad 7 pa+eczeQ J Niech czytnik znajduje sie nad
ostatniag pateczka po prawej 1 niech AM bedzie w stanie poczat-
kowym 4_*

.iM!

Ajl przejdzie wiec w stan 1 wyprodukuje symbol wyjsScio-
wy @L : na miejscu odczytanej pateczki zapisany bedzie symbol
0 - znak pusty /pateozka zostanie wymazana/ a czytnik przesu-

nie sie w lewe*

To—
I
1 1191111111111 K



Poniewaz N 40FX ) 3 CNof *0 > P0808"e01® w sta-
nie g0 a czytnik znéw przesunie sie w lewo itcU, az osiagnie-
ty zostanie ukdad

\
11 %itinmihim il

Wéwczas ( a0, 0) * (t2i1») > oayli ¢u przej-
dzie w stan w Pus™ kratke maszyna wpisze symbol wyjsScio-
wy 1 1 czytnik pozostanie w tym samym miejscu,

11111111111161 1

Wobec tego, ze ( g£ 1 N * ) » nastgpi
seria przesunie¢ w prawo az do pierwszej pustej kratki, wte-
dy (3,0 ) = (4,,t) i dalej - wymazanie pa-
teczki, jak na poczatku itd* Po wymazaniu ostatniej pateczki
nastapia kolejno uktady

v T v

\e\ 7L m 1 W 11

Teraz fy (<Lp7y ®m 7} 0® oznacza zatrzymanie maszyny*



Tak wiec maszyna M przelicza pateczki i zapisuje wynik
w systemie dziesietny*

Jesli pamie¢ maszyny M bedzie miata dowolng liczbe kra-
tek) wdwozas M bedzie - znanag z teorii maszyn cyfrowyoh i

teorii algorytméw - maszyna Turinga.

1. 4. Obiekty obrazowane przez

aut ornat

To, co nazywamy automatem jest strukturg matematyczno-
logiczng, abstrakcyjng kategoriag pojeciowag takiego typu 1
zasiegu, jak na przyktad obraz zaleznosci funkcjonalnej* Mo-
ze by¢ automat obrazem mechanizméw dziatajacych w maszynie
cyfrowej* Mozna przez automat wyrazi¢ to, co uznamy za naj-
wazniejsze w zmiennym, zaleznym od Srodowiska i stanow wew-
netrznych zachowaniu sie zwierzecia, lub w ciggu zdarzen na-
stepujacych po sobie w jego sleel nerwowej* Uzywamy pojecia
automatu do sScistego badania dynamiki zjawisk techniczno -
ekonomicznych* Jest przydatny do analizy takich fenomenéw ,
jak jezyk i gramatyka* Moze by¢ automat obrazem wszystkloh
ewentualnosci jakie maga nastgpi¢ w przebiegu dziatan wo-
jennych lub w skomplikowanej grze miedzy duza liczbg wspot-
dziatajacych albo zwalczajacych sie uczestnikow*

Jako uogblniony obraz prooesu 1 mozliwosci
w nim zawartych, automat oddaje to co jest wspélne dla ca-

+ej klasy obrabowanych przez niego obiektow*



2. MODELOWANTIE AUTOMATU

2, 1« Obraz 1 model

Niech beda dane automaty

A m <« , X 1 \ 1
T 41> T >V reml* eee > *0 >
T ONF ST 5 xyv} i r o« > »T7Z} »
e QXX - Q, f Q- r , oraz

fa

A CGio, 117 > ,

6 = {0 == > gy An+13 t

I « 9 > ? B {ri> e==»yz } *

h «$ x 3r'—- 5, 2y S -— 7

Powiemy, ze automaty Ai A sg 1T zomorficzne,

jesli istniejg przyporzadkowania wzajemnie jednoznaczne
4t €Q ~ €X - HEX ,yb ¢ T—- yh e ?

przy czym

xj)= ak A fy(4k) - 2i) = ikAfi

Przypusémy, ze X jest fizycznie istniejacym obiektem o wy-

sokim stopniu zdozonosci. Badanie tego obiektu zjajduje sie w

takim stadium, ze mamy juz obraz obiektu T w postaci whkasnie

automatu A , jednakze dalecy jeszcze jestesSmy od wyjasnienia in-

teresujacych nas probleméw obiektu 3 , bo jego obraz A

jest



skomplikawany, zbiér Q liczy wiele dziesigtkéw elemertow, a
funkcje ¥ 1 f sg zawide. Budujemy wiec automat A w posta-
ci urzadzenia technicznego, ktore nazwiemy mode lem auto-
matu A. A tak samo jak A jest izomorficzny wzgladem A i daje
sie +atwo dowolng 110S¢ razy uruchomié. Obserwujac dziadanie
urzadzenia A studiujemy automat A 1 kontynuujemy badanie obiek-
wX e

Ten sposdb rozwigzywania problembw zwigzanych z dziakaniem
automatu A nazvieny mode lowaniem  automatu A%

Jezeli dysponujemy maszyng cyfrong Mz pamiecig odpowia—
dajaca rozmiarom automatu A, to many niemalze gotowy jego mo-
del A. M jest bowiem sama pewnym autmatenw, ktdrego elementy
mozna zuzytkowaC jako elementy urzadzenia A , to znaczy tak
zaprogramowaC M, ze bedzie ona doklladnie nasladonaC automat A*

2.2* Program

Dajmy na to, ze chcemy wiedzie¢, jakie sposSrod standw kor-

comych ees » Ojj automatu A mogg byC osiagniete, jesli
na wejscie automatu A podamy wszystkie stowa/3€"postaci
[x, » X zbozone z w symboli wejsciowych.

Rozwigzaniem tego zadania jest nastepujacy program algolowy:
begin integer 1i,j.k,m,r,s,t,v,wj input

integer array a [I:m, 1 :vj , p Thiw, L:viw] $ input@)$
flr j :=1step Luntil vdo p [L,j] : = a1,jI*100+j$
for1 :=2sten iuntil w do

for k : =1 sten 1 until v i<l do

for j :vYX&I?) + 1step luntil vXk do



begin £ jLv then s : = jelse s :=j-j-h v}
r :=pf[i-l,k-j-100 t C1'1) f
ifr ~ oAr ~ m then
begin t :=p[#l ,kj - r x100 F£i-I1 5
PFijd] :=a fr,s] x100 i+t 100+ s $
Jlacrsl’Am theM.
output (p [i,i7] , iy
end
else p (i,jj 1 =0
end

end

end;

2. 3* Inne rozwiagzania

Funkcje f~ zadajemy tutaj tablicg a [1 :m, 1 :vj , kto-
rej elementami sg numery stanéw bedacych wartosciami funkcji
* Dla tych par > dla kt4rych  nie jest okre-
Slona, przyjmujemy A m O.

Instrukcja output jj? [i*jj f 1j  jest symbolicznym ozna-
czeniem instrukcji polecajacej wydrukowanie wszystkich znalezio-
nych przez maszyne par liczb fp [i,j3 > i -

W kazdej parze liczba 1 oznacza ilosé symboli wejsSciowych

i eee . x-, odczytanych w drodze do stanu koricowego

a g t ~ Nu 9 tté6zego numer u to pierwsza
czeso zapisu liczby p [ 1,jJJ , u =p [i,jJJ-r*100 t i. Na-
stepujace po cyfrach liczby u pary cyfr to numery symboli ©~

eee 2~ _ Je$li np. maszyna wydrukuje pare j67 05 12 01
10 08f5j to u = 67 a ciagiem, ktdry doprowadzit do g.gy byt ciag

x5> x12» *1» ~0* *8*



Aby wykona¢ ten program, maszyna musi przebieo wszyst-
kie mozliwe stowa w X ddugosci w, wyjawszy te, ktdre dopro-
wadzaja A do jednego ze standw korcowych, wczesniej niz po
odczytaniu w symboli wejSciowych*

Moze byC¢ postawione skromniejsze zadanie: chcemy sie do-
wiedzieC przez jakie stany przejdzie A, gdy odczyta jedno sho-

, przy czym symbol zostaje
odczytany w stanie qr £ Q .To zadanie rozwigzuje program
przedstawiony w zakgczniku 1*

Moze tez byC¢ potrzebny program zlecajacy odczytanie nie
jednego stowa, lecz dowolnego ciggu show* Woéwczas program
przedstawiony w zakaczniku 1, mozna zastosowaC wielokrotnie
w formie procedury algolowej. Jesli zlecimy maszynie wytworze-
nie wszystkich skdw dhugosci w nad X a nastepnie kazemy jej
przebiec ten zbidr skow, to otrzymamy inne rozwigzanie zada-
nia postawionego przed programem z 2, 2*, bardziej racjonal-
ne z punktu widzenia angazowanej pamieci /rezygnujemy z duzej

macierzy p [~1:w, 1:vfw] zawierajacej w X vw elementow/.



3. GRA 1 AUTOMAT

3 1« Definicja gry

Gre G skoriczong z pelnag informacja moAna zdefiniowa¢ jako
sz6stke”
G «<S ,P ,W,Tfg, fw , s> , przy czym
S *Jsl, a2, ¥ , sm, s”™, iili , s*} jest zbiorem
elementéw zwanych stanami gry; wdréd nich
wyroznia sie jeden stan s jako stan poozatkowy 1
jeden lub wiecej standéw koroowych;

/3*1*1/ p 3 jp” ##t 9 } jest zbiorem elementéw zwanych
krokami elementarnymi;
W = {wi>w2” «* >wz} jest zbiorem elementéw zwanych

wyptatami; sgto wektory o tylu
skkadowych, wielu jest uczestnikow w grze G;
SXxP — jest odwzorowaniem zbioru par pAn
w zbidr standw gry;

/+/ fs(8i” »3) * fs (*k> dlal * Kk

fW :S— »W jest funkcjg wartosciujagcag stany

gry*



3«2« Poroéwnanie

Zwréémy uwage na zawazty w definicji /3.1.1/ wazunek/#/*
Oznacza on, ze w grze & istnieje tylko jeden ciag eee t
p.‘yké krokéw elementarnych prowadzacy do stanu s, : weddug
teorii gier dwie pozycje w partii /tutaj - dwa stany gry/ sa
rowne, jesli — poza wszystkim innym - majg rowniez te samg
historie* Natomiast w definicji /71*1*1/ automatu A niemato-
zylismy zadnych warunkéw na funkcje f~ hadaoa odpowiedni -
klem funkcji f < Dlatego moze istnie¢ wieoej niz jedno sho-

Yes | prowadzace do stanu -

Poréwnujac obie deflnloje widzimy, ze poza ograniczeniem
/#/ gxa G niczym sie nie rézni od automatu A, a wiec, ze po-
jecie automatu w sensie /1*L*/ jest szersze anizeli pojecie
gry w sensie /3*1.1/*

Tak wiec kazda gza & jest pewnym automatem A /cho¢ nie
na odwrot/™ przestrzehn stanéw gry to przestrzen stanéw wewne-
trznych automatu, zbiér krokéw elementarnych to alfabet wej-
Sciowy, zbior wypkat w grze te alfabet wyjsSciowy, wykres /den-
dryt/ gzy to graf automatu, funkcja wyptat fw gry to funkcja
f¥ automatu«

Z rozdziatu 2. wynika, ze kazdy automat A mozna przy po-
mocy prostego programu modelowa¢ na maszynie cyfrowej* Zatem

tak samo daje sie modelowa¢ kazda gza &=
3#3*Przykdtad. Nim

W trzech rogach stotu lezy po jednej pazse zapatek*

Pierwszy z dwdch gzaczy blezze 1 lub 2 zapatki - tylko z jed-



nego rogu, tak samo drugi itd. Wygrywa ten, ktéry wezmie
ostatn_f_g zapatke* Jest to jeden z wariantéw starozytnej gry
Nim, Jra jest zanknieta, zerowa, wygrana /1/ jedne-
go partnera oznacza przegrang /-1/ drugiego* Mozna ja $ledzié
na nastepujgoym grafie* Wyraza on wszystkie mozliwe przebiegi
gry* ma 58 standw, a tym jeden poczatkowy i 22 koncowych *
Krok elementarny p™ oznacza wziecie jednej samotnej zapakki,
P2 - wziecie 1 zapakki z kompletnej pary, pj wziecie komplet-
nej pary*

Wida¢, ze Gj speknia warunek / j , ho w zadne kédko nie
wchodzi wieoej niz jedna strzaktka, do kazdego ze standw prowa-
dzi wieo tylko jedna droga*



75

Rozpoczynajacy wygrywa biorgc w 1* kroku 2 zapazki,
pji " p3* Pj aP3 tOw 3. kroku p* * p~ daje
wygrang rozpoczynajacemu® %eéli za$ p. = pg to ph = p?
zmusza do p” = p" i 5* ktok p* = p* tez daje wygrang

rozpoczynajgoemu.
3* 4. Postacd normalna

Wyznaczmy zgodnie z teorig gier strategie obyd-
wu graczy* Bedziemy mieli 36 strategii £7 dla rozpoczynaja-
cego 1 28 strategii  ~ dla drugiego gracza* Np* i~ (19 11~
oznacza, ze w pierwszym chodzie rozpoczynajacy wykona ~ewy
ruch a w drugim chodzie na lewy ruch partaera odpowie lewym
i na prawy rowniez lewym*

Strategia ps, lis”~ : drugi gracz w pierwszym cho-
dzie na lewy ruch pierwszego gracza odpowie prawym, a na pra-
wy - Srodkowym™za$ w drugim chodzie na lewy odpowie lewym,
na srodkowy rowniez lewym, na pr™wy - srodkowym ruohem* Oto
czes¢ macierzy 36 X 28, ktdéra przedstawia gre w postacie nor-

malnej -
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W ten spos6b dowodzi sie, ze nasza gra ma jedna
0 sy atag strategie optymalng® jest nig gL, Ip) *
jakakolwiek bedzie strategia 7 * — na przecieciu otrzymamy

zawsze 1 czyli wygrang dla rozpoczynajacego*

3 5« Uproszczenie

Czy nie mozna znalez¢ jakiego$ bardziej przejrzystego
obrazu» wyrazajacego wszelkie ewentualnosci tej gry? j Niech

dla automatu
A" »V »V * *r» *?dal*

0 " {®i> » 1,» #to) * sxw °“ym 3«at siae»
poczatkowym: na stole 6 *2 + 2 + 2 zapakek,

g2 tna stole 9 * 1 + 2 + z zapakek, to
stan: 4 * 0+ 2 + 2 zapakki, 4" to 4 * 1 + X + 2
zapakki, "tol-0+0 + 1 zapatka,
to0 = 0+ 0+ O zapakek}
X * Xjl * p*zy czym znaczy to sanj** 00
Pj w 3*3«
Funkcja f 1 Qx X- aa forme graf*

{3\ *3 Ti*&\



Automat Aj# nie spednia warunki //# ///¥oojll gley™ ml-
mo to pozwala Sledzi¢ naszg gre lepiej niz GLe Dajmy na to ,
ze mamy do czynienia z bardziej skomplikowanym wariantem™ty-
pu Nim, np. 20 + 20 + 20 = 60 zapatek przy pozostatych zasa-
dach gry takich samych jak poprzednio* Chcemy ja przestudio-
waé przy pomooy modelowania na maszynie cyfrowej. Wydaje sie,
ze powinnismy wéwczas uzy¢ uproszczonego automatu typu -
Mozna zastosowa¢ przy tym lhteresujace Srodki oparte na po-

Jeciach funkcji (G-rudy"ego 1 jadra grafu, podane w [ i]#



4 Lt ADOWANIE OKRETU

4. # Optymalny rozktad

Niewielki statek) 1SO ton wypornosol, noze zakadowa¢ ma-
teriat a, ktéry jest wart 20 dolaréw tona, b po 75 dolaféw
ton#a, lub o o wartosci 102 dolary tonjak* Stawka przewozowa
Jest proporcjonalna do wartosci dadunku* Szyper powinien wiec
przyja¢ 150 ton c za 15 ggg' dolar'()')w. Jednakze szkoput polega
na tym, ze towar moze by¢ dadowany tylko w calych partiach 9
materiat a po 49 ton, b po 50 ton, c po 51 ton w partii*

Mamy tu do czynienia z gra jednoosobowag G2> * ktdrej
szyper poszukuje najkorzystniejszego rozkdadu swyoh mozliwos-
ci* Niech a, b, ¢ oznaczaja wziecie na statek jednej partii
odpowiedniego materiatu. Potraktujmy te &bole jako wejsScia
automatu* Zadanie sprowadza sie wowczas do znalezienia opty -
malnego stowa nad alfabetemJa, b, o] , przy czym szyper ma

do wyboru 7 skéw:

aaa - 147 ton a = 2940 dolarow
aab - 98 ton a + 50 ton b * 5710
aac - 98 tona+ 51 ton o * 7162 ]

abb - 49 tona + 100 ton b » 8480 w



abo -49 tona+ 50tonb+ 51 tonc m 9932 dplardw
bbb - 150 ton b « 11250 "
co - 102 tony o m 10404 n

Najkorzystniejsza jest wiec kombinacja przedostatnia«
4% 2 Przypadek ogoélny

Poszukujac rozwigzania, trzeba przejrze¢ wszystkie kom-
binacje, ktoryoh waga nie przekracza 150 ton# Porzadek, ﬁg kto-
rym symbole a, b, c nastepujg po sobie nie ma znaczenia ,(a,b,o
jest warte i wazy tyle samo co (c,a,bl = Do modelowania gry

Gginozna uzy¢ automatu z takim oto grafem

c



A 2 vyj

nie speinia warunku ale to mu nie przeszkadza
dobrze odegra¢ role mechanizmu obrazujgcego #adowanie okre-
t* Przypusémy, ze materialy a, b, o znajdujag sie w trzech
regionach nabrzezy portowych, aa» o, gQ 1 Zewkazdyra z re-
gionéw odpowiedni materiat zgromadzony jest w p\?lrtiach w
pewnej odleghosci jedna od drugiej* JfaEAjngjityflasz statek
wedruje wzdduz brzegu jak automat A™ po swoim |rafle: po
decyzji "a,b,0”™ szyper przybije najpierw do ga, nastepnie
do i ,awprzypadku b,b,b - przy razy do ¢
Powtorzmy to, 80 o modelowaniu po%viedziano w 2* 1 1 zbuduj-
my urzadzenie Agztozone z modelu AN automatu A 1 trzeoh
mechanizméw, ktdérymi beda: generator skdw postaci Nja,a, ***,
a,b,b, <**, btc,c, **, cJ , waga nie dopuszczajaca skow
- kombinacji powyzej 150 ton 1 mechanizm wybierajaoy skowo-
komblnacje o najwiekszej wartosol* Jasne, ze A~ to dla re™-
Szego szypra rozwigzanie stojgcego przed nim problemu*

W przypadku og6lnym, gdy mamy v réznych materiatow, z
ktorych kazdy moze byd dadowany partiami po o wartosci
y» a statek ma wypornos¢ z, postuzymy sie automatem A®,

A »<™Q ,X ,T,fq,fy , < ,
Q ™ 140> 9 o> Wy f
X * fat]jS2****j 9
X = Nl»Tge™* * 1 g9
0 1* xj) * a3z fy £**) “"»1 *
Aby uzyskaC rozwigzanie, zaprogramujemy dla maszyny

s
model A", Kktéry z alfabetu X bedzie tworzyt stowa x postaci
a2 symboli ap symboli ay Asymboli
X *¥(*17 *4 ,**el X|, X2,X2,**0, Xg, e, 3N, Xy.***,



takiej, ze

Z- x~&™ x1 + *2  + eee + @V N oa»
a naturalne lub zero,

Xj - masa jednej partii j - tego materlatuj

* o
KJ. przejrzy wszystkie stowa postaci /4*2*1/ 1 wybierze 1#/

dla ktérego a. y. osigga wartos¢ najwieksza*
4~ 3 Postacd analityczna zadania

Dana jest ftakcja n zmiennych
E C*1>*2...... O * Si (**) + *2 ( 0-*- ee= + *n(*n)
Mamy znalez¢ maksimum dla R przy zatozeniu, ze ~ o0,
+X2 +** +xn = h * dowolnie wybrana stada*
Funkcje g”™ sa osobliwe, z punktami nieciggtosci lub nleréz-
niczkowalnoscl, nleujemne* Klasyczne metody, np* metoda czyn-
nikéw Lagrange 'a, nie daja sie tu zastosowac¢* Jednakze rozwig-
zanie przynosi automat analogiczny do A™
Istotnie, niech funkcje jfa beda tablioowane wszystkie
z tym samym krokiem A - Zamienmy z 4~ 2 liczbe r na
liczbe n i funkcje fy ~ * y+ na funkoje fy £ 4~ * g+
* gN ia”A)»  aN naturalnie lub zero. Otrzymujemy
automat A™ * Skonstruujmy dla niego model A” taki samo, jak
budowal ismy modele Ag i Al * Zrealizowany na maszynie,
A” przejrzy wszystkie stowa postaci
al symboli a2 symboli aQ symboli

(/\*19 *Ire*e* *Q * 9 *2>» eee | o> )



H
takiej, ze Xa. A ah 1 wybierze to stowo, dla ktérego

R* w - arA) osigga maksimum*
4 4 Liniowos$s¢

Dana jest funkcja n zmiennych, L ¢x¥, am, == , Y o*

°l xi* choemy znalez¢ jej maksimum przy warunkach A O,

i aij xj Nix Lo 2” Y, m;~ n * Tak £°xmubuje sie
og6lne zadanie programowania liniowego i L to funkcja celu,
warunki ¢r 0 to warunki brzegowe, nastepne m nieréwnosci
to warunki bilansowe. ,§4*2 i 4*3 wynika, ze rozwigzemy to
zadanie budujac model analogiczny do poprzednich, jesli

wyposazymy nie w jeden leoz w m mechanizméw wazacyoh /nie-
rownosci bl landowe/«

Wydaje sie, ze metoda rozwigzywania zadan programowania
liniowego przy pemooy modelu :£ ma pewne zalety* Jest elemen-
tarna, jej ldea jest oczywista* Jest odporna na przypadki naru-
szenia liniowosci, widzielismy w 4* 3, Zze nie leka sie najbar-
dzlejfcaprysnych funkcji typu R* Szkicujac mechanizmy, w jakie
ma byé wyposazony ZE , budujemy zarazem kregostup programu dla
maszyny* Wreszcie,w niektérych sytuacjach szczeg6lnych /gdy
np* poszukujemy rozwiazania catkowitego w niezbyt wielkim prze-
dziale/ metoda modelowania moze by¢ racjonalniejsza od metod

opartych na algebrze liniowej*



5. LINIA PRODUKCYJNA

5*1* Optymalna kolejnos¢

Mamy 3 obrabiarki i 5 réznych detali) ktére kolejno
przechodzg najpierw przez pierwszg, potem przez drugg i

trzeciag obrabiarke*

Czas obrobki réznych detali na poszczeg6lnych, obra-
biarkach jest r 6zny . Dlatego powstaja okresy ocze-
kiwania i czas liczony od chwili wejsScia pierwszego deta™
lu na pierwszg obrabiarke do chwili zejscia pigtego deta-
lu z trzeciej obrabiarki jest krotszy lub dhbuzszy zaleznie
od kolejnosci w jakiej ciag detali przeohodzl przez linie
obrabiarek* Zadanie polega na tym, by zbada¢ te linie pod
wzgledem czasu potrzebnego na obrébke detali w réznyoh ko-



lej&osciach 1 znalez¢ optymalng zaréwno dla kompletu jak
na rysunku i kompletéw z powtdérzeniami, /np. & a2 a2 a"
a4 a3”™* r"Qiez kompletéw tworzonych z n roéznych de-

tali na linii z dowolnej liczby m obrabiarek.

5. 2. Rachunek

Oznaczmy i-ty detal przez a", j-tg obrabiarke przez
Mj, czas potrzebny na obrobienie a® na przez a”™,czas
o ktérym a® schodzi z przez w ai wliczony jest
czas potrzebny na przebycie drogi od jednej obrabiarki do
drugiej .

Dla detalu a, 1 poszczeg6lnych obrabiarek mamy

Y « [
H,,*— @ *\/ *x + 0 . o* 7
Detal a”~ sohodzl a Il, o czasie AN FIN T + ailzn
Big koriczy detal a”~ w chwili tl1 2 < J«$lI 2N *Inlox

to a¢_ odrazu wchodzi na Mg 1 sohodzl z niej o0 czasie



Natomiast gdy , 2 1 9 wéwcaas obrabiarka tL,

musi czeka¢ na detal a® przez czas 2 k1 xxl 2%
Mi
N2 om M2 *
i 4 i i)
\Vad
W tym preypadku 2 « 2+al2 +°i 2=« 2 +
84 A 4 > A 8t S ¥/ A -
\Y + VvV N2 1*'1 v 2
Mamy wiec
th2f2 * *1n,2 + alz,2 ies$li tllz — H.,/! ,

za$ w przeciwnym razie

Tipr2 ki + oaprg ”
Podobnie otrzymujemy

hz.i " *1,,' + alt;3 *12
w przeciwnym razie

1z,3 * *12,2 T %,,3
- . ac s A 4 -
Yoym ™ By * e ISSN 18 0" T -
w przeciwnym razie
5# 3« Gra kooperaoyjna

Trzy obrabiarki mozna uwaza¢ za trzech, cIx<§voperantc’)W"‘ Mal-
my wéwozas do czynienia z 3-osobowg wielochodg grg koopera-
cyjna, w ktérej pierwszy z uczestnikéw ma do wyboru w swym

Jj-tym chodzie 6-j krokéw elementarnyoh, a pozostali ucze-

<Ml



stnicy dostosowuja sie do wyboru pierwszego. Stan, ktéry osigga
gra okreslony jest wiec dziakaniem kooperanta e« Kazdemu ze
standw przyporzadkowujemy trojwymiarowy wektor wypkat - beda
to czasy, o ktorych at schodzi z -

Otrzymujemy gre Gj , ktorej graf dla 5 detali i1 dowolnej
otrebiArtk

Mamy tu 120 stanéw koricowych: S206, ... , S325 i 320
mozliwych przebiegéw gry. Istotnie, na tyle réznych sposo-
béw mozna ustawld na linii obrabiarek 5 réznych detali, 5 <
4 .3 .2.1=51= 120. Krok elementarny p™ oznacza obro-

bienie t-tego detalu.



5 4 Dwa rodzaje giez

Dla gry kooperacyjnej G nie istnieje automat uproszozo-
ny JJ° , ktory miabby iloS¢ standw mniejszg niz G" i obrazowak
istote procesu kooperacyjnego rowniej dobrze jak G Przyczy-
na lezy w tym, ze Gj jest gra innego rodzaju, anizeli gra G®
typu Nim lub gra G2 obrazujgca dadowanie okretu*

0 grze G, mozna powiedzie¢, ze jest przemien
stan wytworzony ciggiem krokéw elementarnych p2, p2, pq
faktycznie niczym sie nie rézni od stanu wytworzonego olaglem
p2, P P2 « W obu przypadkach w trzech rogach stotu be-
dzie ta sama sytuacja: 2, 1 i O zapaltek* Dlatego proces obra-
zowany gra &, daje sie przedstawi¢ przy pomocy uproszczonego
automatu A", w ktorym skowo a®, a&') generuje ten sam
stan oo stowo ./a»> *21 * ~rzzamlezlzia jest réwniez gra G2,
bo waga i1 wartos¢ #adunku wzietego na statek sg jednakowe w
przypadku (@, b, o) 1w przypadku™b, o, aj <«

Natomiast gra kooperacyjna G* nigflest przemienna* Clag
krokéow elementarnyoh P2» P3 j oznaczajacy obrébke roéz-
nych detali w kolejnosci najpierw a®, potem a2, a koncu a® -
wymaga z regudy innego czasu produkcyjnego niz oiag (Jpp>.,.,
P2J , a wiec oba te oiggl wytwarzajg dwie rézne sytuacje,dwa
rézne stany prooesu kooperacji* Automat A™ shuzacy do stu-
diowania tego procesu musi spednia¢ warunek /7%/" t

f4 F1"xi) * f4 ide X)) dlal* k>
nie moze zatem przybra¢ uproszczonej postaci A analogicznej
do A" czy A *

Jesli chcemy, by A obrazowat dowolny proces kooperaoyj-

na



ny typu G : zesp6t m obrabiarek przebiega oiag p detali,
wsréd ktérych jest a réznych, przyjmiemy dla AN

wejsoiowy X m {Zj ,Zg , *== ,z” , funkcje  okre-
slimy formukg
4 ( » xiJ © 4f > 6 " 10fle + 3k *

Alfabet wyjsciowy y i1 funkcje fy : Q — <X skonstruujemy
przyporzadkowujac kazdemu £ Q czas potrzebny do jego
wytworzenia na linii* Wartos¢ fy obliczamy korzystajac =z
rekurenoyjnych wzoréw 5* 2*

Dajmy np* na wejsoie automatu A w stanie qc stowo x =
NN, zN, eee 7z~ ) w alfabeciefzf, Zg , e== , ZJJ np.
zm £z, 2, Z9, Z9, 2", 25, z1, Zj) = A™ osiggnie stan
koricowy 443223511 1 ~ na "J™Sciu czas fy (©43223511) po ~
trzebny na obrobke ciggu detali &, &%, a2, a2, a"9 a",
al., ai * Zakacznik 2* zawiera odpowiedni progrg%’;J Mozna
réwniez zleci¢ maszynie generowanie wszystkich ¢tandw/ pew-
nego typu, np* wszystkich permutacjl ciagu Zj, *4>
1 wybranie tej z nioh, ktdéra najszyboiej przechodzi przez
linie /zaktacznik 3/* Bardzo proste rozwigzanie tego ostatnie«
go zadania dla dowolnej liczby detali ale tylko 2 obrabia-
rek znajdujemy w LZ1.

55 Analiza sieci

Przypusémy, ze technologia procesu nie dopuszcza zad -
nyoh zmian kolejnosci, wjjaklej pie¢ detali a™ wchodzi na
linie trzech obrabiarek Przy pewnych Jmk#adach jest
natomiast mozliwe ulepszenie techniki obrobki, zwiekszenie

tempa pracy i zmniejszenie niektorych czaséw a” obrdbki



i-tych detali na j-tych obrabiarkach. Na ktére a” skierowac
nalezy wysidki? Z rysunku 5* 2* na str. 25 wida¢ np., ze na-
wet najdalej idace skrocenie czasu a” , N przy niezmienio-
nym a® nie przyniesie zadnego skrocenia cyklu, bo wszyst-
ko jedﬁo nastepny po a” detal a” wejdzie na Mg nie wczes-
niej niz w chwili ©8 §j to jest w chwili, gdy zejdzie z HJ.
Niech kolejnoscig detali bedzie a, ag, &, a, a* 1
niech czasy a™ okresla tabliczka

Mi M2 m 3
- ai 1 3 4 -
- @ 5 1 3 1
- a3 2 4 - 5 |
- a4 4 5 1 |
- a5 3 2 2 1

Aby znalez¢ waskie gardda procesu, skonstruujemy automat
AN inaczej niz poprzednie automaty. Jego stan poczatkowy g0
to sytuacja na linii przed rozpoczeciem procesu obrobki. Stan
0.2 oznacza, E%zhgkoﬁczona zostala obrébka i-tego detalu} g/
bedziemy wiec pojmowali jako element istniejacy tylko w chwi-
li swego powstania. Wejscie zxj oznacza dziakanie j-tej obra-
biarki wzgledem i-tego detalu. Kazdemu dziakaniu przypo-
rzadkowmujemy czas a” jego trwania* Dziakanie moze by¢
rozpoczete nie wczesniej niz w chwili, gdy zostaly zakonczo-
ne dziakania J oraz xi,j-1 ° W rezultacie otrzymamy A"
jJako o6s emken



pa = QXY TS far £y fE *

Q- k» 9 X a(xijj' i = 1,2,3/
X i = [aij | “
= {yi3} , 2 [aijf/ 3
funkcje
f,4 :Q*X - -0, fx :Q Y , ff X =-* T okreslimy

nastepujacym grafem. Przedstawia on te elementy procesu, kto-
re daja sie potgczy¢ w nurty ciggle* Wida¢, ze np* stanu
nie mozna osiagna¢ ze stanu w sposob ciagty, bo obrdébka
XJ2 piatego detalu na drugiej obrabiarce, dajaca w rezultacie
stan 952* nie moze zaczaé¢ w chwili fy £ j * ~51 a 15,
poniewaz o tym czasie nie zostata jeszcze zakonczona obrobka
czwartego detalu na 1®, a wiec Mg nie przyjmie piatego
detalu* Natomiast w chwili fy (™42) = y42 m~t gty "2
sie zwalnia, stan q j u z nie istnieje. Dlatego d.jg moze byc¢
osiagniety tylko z g.~ < Rozumujgc w ten sposob budujemy taka

oto siatke.



Z przeprowadzonej analizy wynika, ze stan q.” moze by6
generowany dwoma stowami,
X = 139<] X21' X317 X41» X42> X52>x53 ) »
x"= (*11, x31, x32, x42, x52, x53 ~
ktére réznig sie symbolami X, x32® Poniewaz a™ =a™2 #
w obu przypadkach otrzymujemy ten sam czas procesy.-
all + a2l + a3l + a4l + a42 +ab2 +ab3 = 2 = 3
Zadanie zostalo rozwigzane: proces obrobki moze ulec
skroceniu, jesli zredukujemy czasy a”, a2l1, a~, a”, na
Mi, a32» a42>a52; na 2 t a53 na ~3° natomiast te
czasy ulegna zwiekszeniu, to proces sie przedhuzy. Pozosta-
dych 7 czasdw, & |* na M1, al2, a2 na i a®, a23, an,
a™3 na W nie bierze udzialu w tworzeniu czasu y™-procesu.
Analiza waskich gardet, ktorg przeprowadzilismy tutaj,
nosi nazve analizy sieciowe]j /metoda
PERT/. Skowa xix" to Sciezki /sSlady/ Kkry-

tyczne sieci.

Model A] , przy pomocy ktdérego zmechanizujemy rachunek,
zaprogramujemy w ten spostb, ze AN zapisze XjJ© jako pierw-
szy symbol na Sciezce krytycznej. Jesli a” & a2 , to na-
stepnym symbolem Sciezki krytycznej x = . XN Xjsh
bedzie x~ =x21 . Jesli a2 » a™2 1o przyjete zostang oba
symbole, x21 i x12 i oprécz stowa x = 4. Ffi x21,..., Xjs* ,
druga sSciezkg krytyczng jest X" « (*H* X12* eee'™ xjs) *
Jesli a2l Z a™2 to drugim elementem stowa x bedzie x~ =
X2 itd.

Mozna modelowi A powierzy¢ réwniez odssukanie sciezki



podkrytyozne]j , to jest tej drogi na grafie
automatu A", ktdra jest krotsza od Soiezki krytycznej i
dhuzsza od pozostakych drog od € do <B738* biorgc przy tym
pod uvage rowniez te przejscia, ktoére na linii obrabiarek

przy zadanych, A nie sg ciggle*



6 WNIOSKI

6« 1« Na ustepie bylo postawione pytanie, czy podsta-
wowych poje€ teorii automatéw nie nozna zastosowaé do ana-
lizy pewnych proceséw techniczno-ekonomicznych. Przedsta-
wiony materiat daje odpowiedZz pozytywng. Pojecie automatu
Jjest szczeg6lnie przydatne, gdy problem jest rozwigzywany

metodami programowania dynamicznego. [2]

6. 2. Kiedy modelujemy nieantagonistyczne zagadnienia
produkcyjne, transportowe lub organizacyjne przy pomocy
automatow, nie ma potrzeby korzysta¢ z pojecC tegorii gier.
Natomiast celowe moze by¢ wéwczas zastosowanie teorii gra-

fon.  [3]

6* 3» Zaproponowana w 2* 1 definicja gry jako automa-
tu wymaga dyskusji. Nalezato by w oparciu o te definicje
da¢ okreslenie strategii w kontrowersyjnej grze wielooho-
dowej. Wydaje sie,zfew modelowaniu z46zonyGh proceséw kon-
fliktowych nalezato by potaczy¢ Srodki, jakimi rozporzadza

teoria gier, teoria graféw 1 teoria automatéow*

6. 4* Mozna przypuszczac, ze efektywne bydoby zastoso-
wanie automatbw stochastyoznyoh do mo-
delowania probleméw zwigzanych z teoriag masowe j

ob $+ugl /teoria kolejek/.



Zatgcznik 1.

in
integer j, m, n,p, r, t, v, w, zj
inpu @ n, r, v, w;

in

integer array afl ;m 1 :w)J ,s[1 :ti ,y[1:n]$
ln|c_>u:c1r @ s,y i

-'%of_ jJ::1 step i until v do

in

:=sTj]l; p:=alp, ] } if pZm
then

f s if =0 then to KN

P Poo e

in

96’97 =y fp - ml; output fp, z) ©®

end
encL;_

end
ed;"

Program ten shuzy do modelowania automatu A, dla ktdérego

Q = P o= j v 9 am+ n] 9

X «jx1, ... ,xwd , T =1, ... ,yu ,

7 QXX __ Q,fy :Q—tY dane sg tablicami
ap;m21:ee(G , v [ Jnj , gdzie zamiast elementow
gt, * , ¥y wystepuja ich numery i, j, i = Funkcja fy jest
okreslona na podzbiorze Q* $ dla tych. par fg£, xM , dla
ktoérych ¥ nie jest okreslona, przyjmujemy afi, jj = O.

Na wejscie automatu A dajemy showo x oee >
Xj 1 w postaci tablicy s1 :vj , przy czym symbol x/
zostaje odczytany w stanie g/

Wykonujac program, maszyna drukuje ciag —[pjl ztozony z
k licb, k «v, lub k >y + 1, - jesSli A przyjnuje showo x $
w przeciwnym razie 1L k C v < Jesli w toku odczytywania



stowva xft nie osiggnie zadnego ze standw koricowych, to

£ m j w przeciwnym razie przedostatnia liczba bedzie nu-
merem stanu koricowego g/ , a ostatnia - wartoscig fy ("t7) °
Ciag £pjl konczy sie zerem, jesli A nie przyjmuje x 1w w t

ku odczytywania nie osigga zadnego ze stanéw koncowych.

Zatgcznik 2.

begin o )
Linteger 1, j, k, m, n, p, r j
real TI?MP Y $
input fm, n, p
begin 7? -
integer arragr :
arrg?/ aTTrsg 1:nFJ?] ,It [ -8, 1 :-pjj
input fs, a) :
r :“;sfljtfl q :-= al:, x];
for i1 := step 1 until m do
£d,1]: = ttl—l?’\v +a Ffi» 1] i
for j -2 stepl until n do
Segin T =tTl, j-1] fi, rj j
r : * s I 1= . - +afi, r
) J]Z step untll m d(J) ) 1
|rk _] r J-171 ~ tT7k-1, j]l
then t k- 1 1l +a Ik, r] else
% K, -1 +a [k, r}
r' ~
TEIp mt fm,p1 ; output (TEMP /
end
encl;

Liczba TEMP jest czasem, o ktorym detal a, 2z zadanego

_ i, _f -
ciggu detali a, , Qyp s omm s B schodzi z ostatniej

m-tej obrabiarkij w tym ciagu p detali jest n detali réznych.
Czas potrzebny na obrdbke i-tego detalu na j-tej obrabiarce

zadany jest tablica a [1 ;m, 1 :nj



Za+tagcznik__3

"begin

integer array S 1 B5],PT1s5,1 5]
array a crl:3, tn_3 1'5]|
integer h, c, d f h, 1, $’°|

real “‘subi tymal

xeal ~vToced8|F’)e TEMP (a s, ty $
Tnfeger'~arra.y''s j

array ~a7‘“t$

begin  _

Integer 1, j, k, r$
r = *s r1321 t .13 =aT1, r3
for i step 1 until 3 do

FTi, 1']_'_t" i-1, TT" + aTl r3
for j 2 step 1 “until 5 do

i

r s tj

tCl,r] JctCI 3-13 +aTl, rJ ,

for k' =2 step 1 until 3 do _
FTk, j] = 1] t k/J-T tSPI,J then
t rk-1, +a ﬂ<|]’] else

g &, 3-1] +a [K.r

TEM =t 13,5]
end proceduryj

mput @ 7}
h:=

z:= 1000j
for h:="1, 2, 3, 4, do
for o:=1, 2, 3, 4,
for d:=1, 2, 3, 4, H
for ess1, 2, 3, 4, do
For_,*« 1, 2, 3, 4, 1e°
hegin
ii h~cAh~dAh eAh 4 FAc " dAcC 4
dreAd~fAe f then
hegin
n ] = r21 := Cj
T3I = *5 143 = €;
T51 =

sub>= TEMP® (a,S D

if suhz z then =1

1? suh = 2z "“ffien h = h+1,

iT suh 1 z tEen*™

e hj

-0 = su
gtym_l 5 1'henJ )
For j:= 1 step 1 until 5 do
F“f,J] > S rj]
z ;='suh

end

ecl;
ensST”



for_nlf— 1step 1until IFhL5 thent else 5 do
1

for Ji= 1 step 1 until 5 o
r J= unti
30 o>, Prbg

outer
ot Cad >, qotyirell, hi

Program ten pracowat na maszynie GIER ZON Uniwersytetu

Warszawskiego. Maszyna podata dwie optymalne kolejnosci:

i 12534 1z takim samym czasem 38.
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