
W ł a d y s ł a w  M a t u l u

Z A S T O S O W A N I E  P O D S T A W O W Y C H  P O J | C 

T E O R I I  A U T O M A T Ó W  

B O  M O D E L O W A N I A  N I E K T Ó R Y C H  P R O B L E M O W

T E O R I I  G I E R

Napisane pod kierownictwem doktora 
Z d z i s ł a w a  P a w l a k a ,  
docenta Uniwersytetu Warszawskiego

1 9  6 6



Matematyczna teoria automatów jest dyscypliną bardzo mło­
dą, w encyklopedii nie znajdziemy o niej dziś jeszoze niczego. 
Nie ulega jednak wątpliwości, że należy do tych badań, które 
będą rozwijane* Jej głównym przedmiotem zainteresowań jest ma- 
tematyczno-logiczny mechanizm maszyn cyfrowych* Ale jest ona 
zarazem pewnym sposobem patrzenia na wiele innych zjawisk,wy­
kraczających poza świat maszyn cyfrowych. Teoria automatów mo­
że być przydatna w analizie każdego procesu» niezależnie od 
jego materialnej natury, jeśli procesem nazwiemy ciąg oddzia- 
ływań,stanów i przemian związanych określonfą zależnością*|

Teoria gier powstała wcześniej, kiedy teorii automatów 
jeszcze nie było, ma bogacą literaturę i głośne imię. Jednym 
z zastosowań teorii gier stały się niektóre procesy technicz­
no-ekonomiczne i zagadnienia związanych z nimi optymalnych de­
cyzji, raohunek prakseologiczny, prowadzony obecnie coraz czę­
ściej przy pomocy automatycznych urządzeń liczących*

A co jeśli do analizy takich procesów techniczno-ekonomi­
cznych i związanych z nimi zagadnień spróbujemy zastosować te­
orię automatów? Czy pojęciem automatu nie można w pewnych przy­
padkach i w pewnej mierze zast$pió pojęcie gry? Autorem pomys­
łu jest pan Zdzisław Pawlak. Następne stronice to próba objaś­
nienia tej propozycji na kilku konkretnych przykładach*
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1. A U T O M A T

1. 1. P o d s t a w o w e  p o j ę c i a

A u t o m a t e m  A "będziemy nazywali p i ą t k ę  

A = <^Q, X, X, f^, fy^ >  , przy czym
Q.0j <1-| j , <łn ] jest zbiorem elementów zwanych 
s t a n a m i  wewnętrznymi automatu,

X m 1*4» *21 ••• j Xp } jest zbiorem elementów zwanych 
s y m b o l a m i  w e j ś c i o w y m i  / a l f a  

/1*1.1/ h e t  wejśoiowy/ automatu,
Y “ {^1 > ^2* > yr } ¿i68* zbiorem elementów zwanych 

s y m b o l a m i  w y j ś c i o w y m i  /alfahet 
wyjściowy/ automatu, 

f^ i Q * X — *■ Q oznacza funkcję, która przyporządkowuje 
każdemu elementowi Al^, x^/ pewnego podzbioru iloczynu 
kartezjańskiego Q * X jeden^element q.Q m iL ̂  pew­
nego podzbioru zbioru Q$

f : Q -*-J oznacza funkcję, która przyporządkowuje
y

każdemu elementowi pewnego pozhioru zbioru Q jeden ele­
ment y^ = fy ę̂Lk ) zbioru Yj

zbiory Q. , X , T są skończone*



Niech x m (jx.̂  , ••• , x -ĵ "będzie słowem w alfa­
becie X zadanym automatowi /l.l.l/ w stanie g.. • Automat od- 
czytuje symbol wejściowy x ^  , przechodzi w stan £g^ł ® 
g^ , wytwarza symbol wyjściowy fy ^9.^) * j odczytuje sym­
bol wejściowy , przechodzi w stan » g ^  itd.

W zbiorze Q można wyróżnió element g.̂  , np. g0 jako stan
stanówp o c z ą t k o w y ,  podzbiór Q' = j^o* ^1» *** 9 ^m}£j|jj r

c z y n n y c h  i podzbiór Q * 1 ^ 1 »  ^ 2» ••• > an } 
k o ń c o w y c h ,  Stan g^ nazywamy początkowym, jeśli auto­
mat rozpoczyna działanie w stanie g^ • Stan g^ nazywamy czyn­
nym, jeśli istnieje x^ £ X taki, że ^ g^, x^ c Q. Stan g^ 
nazywamy końcowym, jeśli f^ £ g^, x^ ̂  C 0 dla każdego x^ e X$ 
symbol 0 oznacza zbiór pusty*

Automat A ze stanem początkowym g0 i podzbiorami Q', Q 
zapiszemy jako s z ó s t k ę ,

stanów

itd.
A ** \Q 9 ^ f ^  9 ^g 9 > 40 9

0 = { v  V  **• » V  am+1 ’ » qn]

Powiemy, że automat /l*1*1/ p r z y j m u j e  w stanie
gi słowo x = /x4 , x4 , ••• , x. , jeśli odczytując x, A osią- 

v L  J-i Jz J k /

ga kolejno k stanów:

. % »  V  * * t t takioŁ’ że fa C H »  '
H = V  -• ’ ^ t%.4 ’ = % *

Funkcję f można również określić jako odwzorowanie pew—v
nego podzbioru iloczynu Q x Q w alfabet Y a funkcje f i fSŁ «/
można zastąpić funkcją f : Q x X — •> Q x Q ♦ Funkcje f0, f ,VL7 Si «/

mogą byó zadane przy pomocy t a b l i c  lub g r a f u .
¥ niektórych przypadkach możliwe jest przedstawienie analityczne.

‘M



1. 2. P r z y k ł a d ,  S a m o c z y n n a  ł ą c z n i c a

Działanie samoczynnej łącznicy na trzy aparaty telefo­
niczne daje się przedstawić przy pomocy automatu

At = <\^ 9 X 9 Y 9 f<ł » fy * 4o ^  » przy czym
Q = {ig* t <3-2j 3̂ * <̂12, ^21* ^23* 3̂1* ^32 9

p12> P13J p23}
^ = (S19 s2* s3* *1» x2* x3, x12ł x13* x23*

x31, x32, ^  A  x2, 3̂  A  x3, A soj

1 “ {y1* y2> y3 } 9 
f^ : Q x X — *• Q dana jest grafem

1



f : Q — *■ Y dana jest tabliczką*
U

: *12 *13 *21 *23 *31 *32 .:

: y2 y3 y3 y1 y2 |

Słowo x = (̂ s2> X21 9 ^t* *1 ^ *2 ~) oznacza tutaj ciąg 
działań: podniesienie słuchawki 2, wybranie cyfry 1 w aparacie 2 
podniesienie słuchawki 1, położenie na widełki słuchawek 112, 
Automat A zaczyna pracę w stanie q.Q /wszystkie słuchawki na wi­
dełkach/, kończy również w stanie q.0 * Funkcja f przyporządko­
wuje stanowi q.2-j symbol wyjściowy ŷ  - dzwonek w aparacie 1 
gay A w stanie przyjął symbol i przeszedł w •

Automat Â. jest obrazem działania nie tylko łącznicy tele­
fonicznej. A^ obrazuje zarazem wiele innych zjawisk rozmaitej 
natury. Może on być całkiem dobrze obrazem np. działań wojennych 
Słowo x = (js.j j x̂ £j ^  ̂  może oznaczać wówczas, że atakują­
cy, który przeprowadził uderzenie ŝ  otrzymał kontruderzenle 
x12* czym wy°°fa* się z pola.

1. 3. P r z y k ł a d ,  Maszyna Turinga.

Niech będzie
A^ = <^Q , X , Y , f ̂  ,
Q = { v  «*, <ł2, I | ,

X ~ j o  , 1 , 2 , ... , 9 , J0 , I } ,
T = {OL , 1 N, 2 N, ... , 9 N, 0 L, L, p) ,
f • Q x X — - Q x Y przyporządkowuje parze



(«1*» XJ J € Q x x (h^4 • * u ) e QxY 1
dana jest tabliczką

0  4 2 3 I 4 5 6 7 i 8 S <f I
%  4-n  9z

9 N %  OL qz L

i \ f ! ! ! !f \ ! \ t / ( f
• % <f>L

ąz T>.ąx T>\ąx 7> 9* ? \9z p \92. a *  V q* >  9z *  k • V

Maszyna H składa się z pamięci /taśma podzielona na klat­
ki/ i z trzech mechanizmów: automatu AM, czytnika i urządzenia 
piszącego* Kratki taśmy są puste albo zawierają po jednym sym­
bolu alfabetu X. Niech w 7 kolejnych miejscaoh pamięci będzie

Q  Jzapisany układ 7 pałeczek Niech czytnik znajduje się nad 
ostatnią pałeczką po prawej 1 niech AM będzie w stanie począt­
kowym 4.,*

. ¡M II _____ v !
~ l l i l l  l i

Ajl przejdzie więc w stan 1 wyprodukuje symbol wyjścio­
wy jfl L : na miejscu odczytanej pałeczki zapisany będzie symbol
0 - znak pusty /pałeozka zostanie wymazana/ a czytnik przesu­
nie się w lewe*

To-- I __________v
1 11 i 1111111111 l~1

m



Ponieważ  ̂40f X  ) 3 C ̂ of *0 > P0808^®01® w sta­
nie q.0 a czytnik znów przesunie się w lewo itcU, aż osiągnię­
ty zostanie układ

V
1 1 1 i 1 i 1111 li 111 I I

Wówczas (  a0, 0 ) * (t2i 1 ») > oayli ¿u
dzie w stan w Pus^^ kratkę maszyna wpisze symbol 
wy 1 1 czytnik pozostanie w tym samym miejscu,

111 111111111 i 1 1

Wobec tego, że (  q.£, 1  ̂ * ) » nastąpi
seria przesunięć w prawo aż do pierwszej pustej kratki, wte­
dy ( ą2, 0 ) = ( 4,, Ł ) i dalej - wymazanie pa­
łeczki, jak na początku itd* Po wymazaniu ostatniej pałeczki 
nastąpią kolejno układy

9f° V T 9*V 94V
\e\ I 71 m  i \7\ 1 1

!

Teraz f^y (<Lp7y ■ }> o® oznacza zatrzymanie maszyny*

przej-
wyjścio-



Tak więc maszyna M przelicza pałeczki i zapisuje wynik 
w systemie dziesiętny*

Jeśli pamięć maszyny M będzie miała dowolną liczbę kra­
tek) w4wozas M będzie - znaną z teorii maszyn cyfrowyoh i 
teorii algorytmów - maszyną Turinga.

1. 4. O b i e k t y  o b r a z o w a n e  p r z e z  
a u t  or n a t

To, co nazywamy automatem jest strukturą matematyczno- 
logiczną, abstrakcyjną kategorią pojęciową takiego typu 1  

zasięgu, jak na przykład obraz zależności funkcjonalnej* Mo­
że być automat obrazem mechanizmów działających w maszynie 
cyfrowej* Można przez automat wyrazić to, co uznamy za naj­
ważniejsze w zmiennym, zależnym od środowiska i stanów wew­
nętrznych zachowaniu się zwierzęcia, lub w ciągu zdarzeń na­
stępujących po sobie w jego sleel nerwowej* Używamy pojęcia 
automatu do ścisłego badania dynamiki zjawisk techniczno - 
ekonomicznych* Jest przydatny do analizy takich fenomenów , 
jak język i gramatyka* Może być automat obrazem wszystkloh 
ewentualności jakie mągą nastąpić w przebiegu działań wo­
jennych lub w skomplikowanej grze między dużą liczbą współ­
działających albo zwalczających się uczestników*

Jako uogólniony obraz p r o o e s u  1 możliwości 
w nim zawartych, automat oddaje to co jest wspólne dla ca­
łej klasy obrabowanych przez niego obiektów*



2. M O D E L O W A N I E  A U T O M A T U

2, 1« O b r a z  1 m o d e l  

Niech będą dane automaty

A m < «  , x i \
1

Q ss {41> •• « > V •̂m+1* ••• > *0 } >
X = Ń *  •• • » *v} i r “ {*1> » 7Z } »

fa
• Q X X — Q, f ̂ Q —  r , oraz

A ( i  , I 1 7 > ,
6 = {0-|J ••• > ■̂m’ ^m+13 t

I « 9 > ? ■ {ri> ••• » yz } *

h
• $ x 3T" — 5r , ? y : S —  7

Powiemy, że automaty A i A  są i z o m o r f i c z n e ,  
jeśli istnieją przyporządkowania wzajemnie jednoznaczne 
<łt € Q ~  € X —  SEj £ X , yŁ ć T —  yh e ? ,
przy czym

x j)= ak A  fy(4k) - 2 i) = ik A f i ;k  = y J -

Przypuśćmy, że X jest fizycznie istniejącym obiektem o wy­
sokim stopniu złożoności. Badanie tego obiektu zjajduje się w 
takim stadium, że mamy już obraz obiektu T w postaci właśnie 
automatu A , jednakże dalecy jeszcze jesteśmy od wyjaśnienia in­
teresujących nas problemów obiektu 3l , bo jego obraz A jest

o



skomplikowany, zbiór Q liczy wiele dziesiątków elementów, a 
funkcje f i f są zawiłe. Budujemy więc automat A w posta- 
ci urządzenia technicznego, które nazwiemy m o d e l e m  auto­
matu A. A tak samo jak A jest izomorficzny wzglądem A i daje 
się łatwo dowolną ilość razy uruohomić. Obserwując działanie 
urządzenia A studiujemy automat A i kontynuujemy badanie obiek­
tu X •

Ten sposób rozwiązywania problemów związanych z działaniem 
automatu A nazwiemy m o d e l o w a n i e m  automatu A#

Jeżeli dysponujemy maszyną cyfrową M z pamięcią odpowia­
dającą rozmiarom automatu A, to mamy niemalże gotowy jego mo­
del A. M jest bowiem sama pewnym automatem, którego elementy

Wt'

można zużytkować jako elementy urządzenia A , to znaczy tak 
zaprogramować M, że będzie ona dokładnie naśladować automat A*

2. 2* P r o g r a m

Dajmy na to, że chcemy wiedzieć, jakie spośród stanów koń­
cowych ••• » Ojj automatu A mogą być osiągnięte, jeśli 
na wejście automatu A podamy wszystkie słowa/3>ę'postaci 
[ x, , x złożone z w symboli wejściowych.
Rozwiązaniem tego zadania jest następujący program algolowy:

integer array a [l:m, 1 :vj , p Tliw, l:vtw] $ input(a)$ 
ffcr j : = 1 step 1 until v do p [1,j] : = a/*1, jJ*100+ j$ 
for i : = 2 sten i until w do

begin integer i,j,k,m,r,s,t,v,wj input

for k : = 1 sten 1 until v f fi-1̂  do
for j : v )ć (k-l') + 1 step 1 until v X k do 

9



begin ±£ j L  v then s : = j else s :=j-j -h v } 

r : = p [ i-1 ,k]-j-lOO t  C1"1) f 

if r ^ o A r ^ m then 
begin t : = p [  i- 1  ,kj - r x 100 f £i-ll 5 

P-f ijd] : = a f r,s] x 100 i + t 100 + s $
J| a.Cr,sl A m theM.

output (p [i,i'] , iy 
end
else p ( i,jj 1 = O 

end 
end 

end;

2. 3* I n n e  r o z w i ą z a n i a

Funkcję f^ zadajemy tutaj tablicą a [1 : m, 1 : vj , któ­
rej elementami są numery stanów będących wartościami funkcji 
f^* Dla tych par > dla kt4rych f^ nie jest okre­
ślona, przyjmujemy f^ ■ 0.

Instrukcja output jj? [i*jj f lj jest symbolicznym ozna­
czeniem instrukcji polecającej wydrukowanie wszystkich znalezio­
nych przez maszynę par liczb f̂ p [ i, j 3 > i •

W każdej parze liczba i oznacza ilośó symboli wejściowych
i  ••• , x-^, odczytanych w drodze do stanu końcowego 

a q̂. t ~ ^u 9 t tó z e g o numer u to pierwsza
częśó zapisu liczby p [ i,jj , u =* p [ i, jj-r* 100 t i. Na- , 
stępujące po cyfrach liczby u pary cyfr to numery symboli ^  ,

05 12 01

10 08f 5 j  to u = 67 a ciągiem, ktdry doprowadził do q.gy był ciąg 
x5> x12 » *1 » ^O* *8*

••• , 2^ . Jeśli np. maszyna wydrukuje parę ĵ 67



Aby wykonać ten program, maszyna musi przebieo wszyst­
kie możliwe słowa w X długości w, wyjąwszy te, ktdre dopro­
wadzają A do jednego ze stanów końcowych, wcześniej niż po 
odczytaniu w symboli wejściowych*

Może być postawione skromniejsze zadanie: chcemy się do­
wiedzieć przez jakie stany przejdzie A, gdy odczyta jedno sło-

odczytany w stanie q.r £ Q .To zadanie rozwiązuje program 
przedstawiony w załączniku 1*

Może też być potrzebny program zlecający odczytanie nie 
jednego słowa, lecz dowolnego ciągu słów* Wówczas program 
przedstawiony w załączniku 1, można zastosować wielokrotnie 
w formie procedury algolowej. Jeśli zlecimy maszynie wytworze­
nie wszystkich słów długości w nad X a następnie każemy jej 
przebiec ten zbiór słów, to otrzymamy inne rozwiązanie zada­
nia postawionego przed programem z 2, 2*, bardziej racjonal­
ne z punktu widzenia angażowanej pamięci /rezygnujemy z dużej 
macierzy p [~l:w, l:vfw] zawierającej w X vw elementów/.

, przy czym symbol zostaje



3. G R A  I A U T O M A T

3* 1« D e f i n i c j a  g r y

G r ę  G skończoną z pełną informacją moAna zdefiniować jako 
s z ó s t k ę ^

G « <^S , P , W , fg , fw , s^> , przy czym 
S * J s1, a2, *** , sm, s ^ ,  iii , s*} jest zbiorem 

elementów zwanych s t a n a m i  gry; wśród nich 
wyróżnia się jeden stan s^ jako stan poozątkowy 1 
jeden lub więcej stanów końoowych;

/3*1*1/ p 3 jp^ ### 9 } jest zbiorem elementów zwanych 
k r o k a m i  elementarnymi;

W = { wi > w2’ •** > wz } jest zbiorem elementów zwanych 
w y p ł a t a m i ;  są to w e k t o r y  o tylu 
składowych, wielu jest uczestników w grze G;
SxP--jest odwzorowaniem zbioru par P^^
w zbiór stanów gry;

/+/ fs ( 8i’ »3 ) * fs (*k> dla 1 * k}
f : S — ►W jest funkcją w a r t o ś c i u j ą c ą  stany w

gry*



3« 2« P o r ó w n a n i e

Zwróćmy uwagę na zawazty w definicji /3.1.1/ wazunek/#/* 
Oznacza on, że w grze & istnieje tylko jeden ciąg ••• t

p., A kroków elementarnych prowadzący do stanu s, : wedługJ/* /
teorii gier dwie pozycje w partii /tutaj - dwa stany gry/ są 
równe, jeśli — poza wszystkim innym - mają również tę samą 
historię* Natomiast w definicji /1*1*1/ automatu A niemało- 
żyliśmy żadnych warunków na funkcję f^ hądąoą odpowiedni - 
klem funkcji f • Dlatego może istnieć więoej niż jedno sło- 

*•• , prowadzące do stanu •
Porównując obie deflnloje widzimy, że poza ograniczeniem 

/#/ gxa G niczym się nie różni od automatu A, a więc, że po­
jęcie automatu w sensie /1 *1 *1/ jest szersze aniżeli pojęcie 
gry w sensie /3*1.1/*

Tak więc każda gza & jest pewnym automatem A /choć nie 
na odwrót/^ przestrzeń stanów gry to przestrzeń stanów wewnę­
trznych automatu, zbiór kroków elementarnych to alfabet wej­
ściowy, zbiór wypłat w grze te alfabet wyjściowy, wykres /den- 
dryt/ gzy to graf automatu, funkcja wypłat fw gry to funkcja
f automatu«¥

Z rozdziału 2. wynika, że każdy automat A można przy po­
mocy prostego programu modelować na maszynie cyfrowej* Zatem 
tak samo daje się modelować każda gza &•

3# 3* P r z y k ł a d .  Nim

W trzech rogach stołu leży po jednej pazse zapałek* 
Pierwszy z dwóch gzaczy blezze 1 lub 2 zapałki - tylko z jed-



nego rogu, tak samo drugi itd. Wygrywa ten, który weźmie
ostatnią zapałkę* Jest to jeden z wariantów starożytnej gryTaNim, Jra jest zamknięta, zerowa, wygrana /l/ jedne­
go partnera oznacza przegraną /-l/ drugiego* Można ją śledzić 
na następująoym grafie* Wyraża on wszystkie możliwe przebiegi 
gry* ma 58 stanów, a tym jeden początkowy i 22 końcowych * 
Krok elementarny p^ oznacza wzięcie jednej samotnej zapałki, 
P2 - wzięcie 1 zapałki z kompletnej pary, p-j wzięcie komplet­
nej pary*

Widać, że Gj spełnia warunek / j , ho w żadne kółko nie 
wchodzi więoej niż jedna strzałka, do każdego ze stanów prowa­
dzi więo tylko jedna droga*
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Rozpoczynający wygrywa biorąc w 1* kroku 2 zapa2ki,
pj " p3* Pj a P3 t0 w 3. kroku p^ ** p^ daje
wygraną rozpoczynającemu* Jeśli zaś p. = p9 to p, = p?

t * h zmusza do p ^  = p̂  i 5* ktok p^ = p̂  też daje wygraną
rozpoczynająoemu.

3* 4. P o s t a ć  n o r m a l n a

Wyznaczmy zgodnie z teorią gier s t r a t e g i e  obyd­
wu graczy* Będziemy mieli 36 strategii £ ^ dla rozpoczynają­
cego 1 28 strategii  ̂dla drugiego gracza* Np* i^  ( l 9 1 1 ^  

oznacza, że w pierwszym chodzie rozpoczynający wykona ̂ ewy 
ruch a w drugim chodzie na lewy ruch partaera odpowie lewym
i na prawy również lewym*

Strategia ps, lis ̂ : drugi gracz w pierwszym cho­
dzie na lewy ruch pierwszego gracza odpowie prawym, a na pra­
wy - środkowym^zaś w drugim chodzie na lewy odpowie lewym, 
na środkowy również lewym, na pr^wy - środkowym ruohem* Oto 
część macierzy 36 X 28, która przedstawia grę w postacie nor­
malnej.

Sr ST *13- '1 W s  '% V*? W s  7*9 *Jzo '\Vz4 ! WlLB.

PTin sf y y -/ - / / - / ! — / -/ 1 / ■ /
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W ten sposób dowodzi się, że nasza gra ma jedną 
o s y a t ą strategię optymalną^ jest nią (jL, lp) * 
jakakolwiek będzie strategia 7 * — na przecięciu otrzymamy 
zawsze 1 czyli wygraną dla rozpoczynającego*

3« 5« U p r o s z c z e n i e

Czy nie można znaleźć jakiegoś bardziej przejrzystego 
obrazu» wyrażającego wszelkie ewentualności tej gry? j  Niech 
dla automatu

A,' » V » V *  * r » *?dal*
0 " {®i> » 1 ,» łto) * s x w  °“ym 3«at siane»

początkowym: na stole 6 * 2  + 2 + 2 zapałek, 
q,2 t na stole 9 * 1 + 2 + Z zapałek, to 
stan: 4 * O + 2 + 2 zapałki, 4^ to 4 * 1 + X + 2 

zapałki, ^ t o l - O + O  + l zapałka,
t oO = 0 +  0 +  0 zapałek}

X * Xj] * p*zy czym znaczy to sanj*' oo
Pj w 3*3«

Funkcja f i Q x X — aa formę graf*

{^3\_______ *3 Ti*&\



# / / yAutomat Aj nie spełnia warunki / #  / /toojll gley^ ml- 
mo to pozwala śledzić naszą grę lepiej niż GL • Dajmy na to , 
że mamy do czynienia z bardziej skomplikowanym wariantem^ty­
pu Nim, np. 20 + 20 + 20 = 60 zapałek przy pozostałych zasa­
dach gry takich samych jak poprzednio* Chcemy ją przestudio­
wać przy pomooy modelowania na maszynie cyfrowej. Wydaje się, 
że powinniśmy wówczas użyć uproszczonego automatu typu • 
Można zastosować przy tym lhteresujące środki oparte na po­
jęciach funkcji (3-rundy'ego 1 jądra grafu, podane w [ i]#



4* Ł A D O W A N I E  O K R Ę T U

4. 1# O p t y m a l n y  r o z k ł a d

Niewielki statek) ISO ton wypornośol, noże załadować ma­
teriał a, który jest wart 20 dolarów ton^a, b po 75 dolą£&w 
ton#a, lub o o wartości 102 dolary tonjak* Stawka przewozowa
jest proporcjonalna do wartości ładunku* Szyper powinien więc

doo, i»przyjąć 150 ton c za 15 606 dolarów. Jednakże szkopuł polega 
na tym, że towar może być ładowany tylko w całych partiach 9 

materiał a po 49 ton, b po 50 ton, c po 51 ton w partii*
Mamy tu do czynienia z grą jednoosobową G2> * której 

szyper poszukuje najkorzystniejszego rozkładu śwyoh możliwoś­
ci* Niech a, b, c oznaczają wzięcie na statek jednej partii 
odpowiedniego materiału. Potraktujmy te &bole jako wejścia 
automatu* Zadanie sprowadza się wówczas do znalezienia opty - 
malnego słowa nad alfabetem Ja, b, o | , przy czym szyper ma 
do wyboru 7 słów:

a a a - 147 ton a = 2940 dolarów
a a b - 98 ton a + 50 ton b * 5710 "

a a c - 98 ton a + 51 ton o * 7162 ■
a b b - 49 ton a + 100 ton b » 8480 w



a b o - 4 9  ton a + 50 ton b + 51 ton c m 9932 dplardw 
b b b - 150 ton b « 11250 "
c o  - 102 tony o ■ 10404 n
Najkorzystniejsza jest więc kombinacja przedostatnia«

4* 2* P r z y p a d e k  o g ó l n y

Poszukując rozwiązania, trzeba przejrzeć wszystkie kom-
wbinacje, któryoh waga nie przekracza 150 ton# Porządek, j» któ- 

rym symbole a, b, c następują po sobie nie ma znaczenia ,(a,b,o 
jest warte i waży tyle samo co (c,a,bl • Do modelowania gry 
Gginożna użyć automatu z takim oto grafem

c



nie spełnia warunku ale to mu nie przeszkadza 
dobrze odegrać rolę mechanizmu obrazującego ładowanie okrę­
tu* Przypuśćmy, że materiały a, b, o znajdują się w trzech 
regionach nabrzeży portowych, ąa» ô , qQ 1 żewkażdyra z re­
gionów odpowiedni materiał zgromadzony jest w partiach wWpewnej odległości jedna od drugiej* JfaĘAjngjityflasz statek 
wędruje wzdłuż brzegu jak automat A^ po swoim |rafle: po 
decyzji ^a,b,o ̂  szyper przybije najpierw do q.a, następnie 
do i <ic , a w przypadku b,b,b - przy razy do <1 *̂ 
Powtórzmy to, oo o modelowaniu powiedziano w 2* 1 1 zbuduj-

3 9
my urządzenie Agzłożone z modelu A^ automatu A^ 1 trzeoh 
mechanizmów, którymi będą: generator słów postaci ̂ ja,a, ***,
a,b,b, • **, btc,c, ***, c J , waga nie dopuszczająca słów 
- kombinacji powyżej 150 ton 1 mechanizm wybierająoy słowo- 
komblnację o największej wartośol* Jasne, że A^  to dla nâ - 
szego szypra rozwiązanie stojącego przed nim problemu*

W przypadku ogólnym, gdy mamy v różnych materiałów, z 
których każdy może byó ładowany partiami po o wartości 
y^ a statek ma wyporność z, posłużymy się automatem Â ,

A » <^Q , X , T , fq , fy , <łe ,
Q ** | 4p> 9 •••> <ły f 

X * £at|jS2 ****j 9

X = ^ 1 » Tg* " *** * } 9

O 1* xj) * a3> fy £**) "»1 *
Aby uzyskać rozwiązanie, zaprogramujemy dla maszyny

Smodel A", który z alfabetu X będzie tworzył słowa x postaci 
â  symboli ap symboli ay A symboli

I  Ą_ 2, y j  X *(*17 *4 ,* * •!  X| , X2,X2,**o, Xg, • • • ,  3^., Xy.,***, y



takiej, że

z - x ^ & ^  x1 + *2 + ••• + ®V ^  a » 
a naturalne lub zero,
Xj - masa jednej partii j - tego materlałuj

* °/ÂJ. przejrzy wszystkie słowa postaci /4*2*1/ 1 wybierze t#,

dla którego a. y. osiąga wartość największą*

4* 3# P o s t a ć  a n a l i t y c z n a  z a d a n i a  

Dana jest ftakcja n zmiennych
E C*1 > *2......O *  Si (**) + *2 ( O-*- ••• + *n(*n)
Mamy znaleźć maksimum dla R przy założeniu, że ^  0,
+ x2 + •** + xn = h * dowolnie wybrana stała* 

Funkcje g^ są osobliwe, z punktami nieciągłości lub nleróż- 
niczkowalnoścl, nleujemne* Klasyczne metody, np* metoda czyn­
ników Lagrange 'a, nie dają się tu zastosować* Jednakże rozwią­
zani e przynosi automat analogiczny do A^*

Istotnie, niech funkcje jfa będą tablioowane wszystkie 
z tym samym krokiem A • Zamieńmy z 4* 2 liczbę r na
liczbę n i funkcję fy ^ * y± na funkoję fy £ 4^  * g±

* g^ i a^A)» a^ naturalnie lub zero. Otrzymujemy 
automat A^ * Skonstruujmy dla niego model A” taki samo, jak 
budowaliśmy modele Ag i AJ. * Zrealizowany na maszynie,
A” przejrzy wszystkie słowa postaci

a1 symboli a2 symboli aQ symboli
(^*19 *!»•*•* *2* 9 *2» ••• i •••> )



łi

takiej, że X a. A  a h. 1 wybierze to słowo, dla którego 

R * ■/" ' a^ A )  osiąga maksimum*

4* 4* L i n i o w o ś ć

Dana jest funkcja n zmiennych, L (jx*j , acg, ••• , ”) *

° 1  xi* choemy znaleźć jej maksimum przy warunkach A  O,
y

i aij xj î* 1 * 2’ ’ m; ̂  n * Tak £°xmułuje się 
ogólne zadanie programowania liniowego i L  to funkcja celu, 
warunki ¿r 0 to warunki brzegowe, następne m nierówności 
to warunki bilansowe. Z 4*2 i 4*3 wynika, że rozwiążemy to

, S
zadanie budując model analogiczny do poprzednich, jeśli 

wyposażymy nie w jeden leoz w m mechanizmów ważącyoh /nie­
równości bllandowe/«

Wydaje się, że metoda rozwiązywania zadań programowania
a

liniowego przy pemooy modelu A£ ma pewne zalety* Jest elemen­
tarna, jej Idea jest oczywista* Jest odporna na przypadki naru­
szenia liniowości, widzieliśmy w 4* 3, że nie lęka się najbar- 
dzlejfcapryśnych funkcji typu R* Szkicując mechanizmy, w jakie

a

ma byó wyposażony A£ , budujemy zarazem kręgosłup programu dla 
maszyny* Wreszcie,w niektórych sytuacjach szczególnych /gdy 
np* poszukujemy rozwiązania całkowitego w niezbyt wielkim prze­
dziale/ metoda modelowania może być racjonalniejsza od metod 
opartych na algebrze liniowej*



5. L I N I A  P R O D U K C Y J N A

5* 1 * O p t y m a l n a  k o l e j n o ś ć

Mamy 3 obrabiarki i 5 różnych detali) które kolejno 
przechodzą najpierw przez pierwszą, potem przez drugą i 
trzecią obrabiarkę*

Czas obróbki różnych detali na poszczególnych, obra­
biarkach jest r ó ż n y .  Dlatego powstają okresy ocze­
kiwania i czas liczony od chwili wejścia pierwszego detâ * 
lu na pierwszą obrabiarkę do chwili zejścia piątego deta­
lu z trzeciej obrabiarki jest krótszy lub dłuższy zależnie 
od kolejności w jakiej ciąg detali przeohodzl przez linię 
obrabiarek* Zadanie polega na tym, by zbadać tę linię pod 
względem czasu potrzebnego na obróbkę detali w różnyoh ko­



lej&ościach i znaleźć optymalną zarówno dla kompletu jak 
na rysunku i kompletów z powtórzeniami, /np. â  a2 a2 a^ 
a4 a3^* r^WQież kompletów tworzonych z n różnych de­
tali na linii z dowolnej liczby m obrabiarek.

5. 2. R a c h u n e k

Oznaczmy i-ty detal przez a^, j-tą obrabiarkę przez 
Mj, czas potrzebny na obrobienie a^ na przez a^,czas 
o którym a^ schodzi z przez w ai wliczony jest
czas potrzebny na przebycie drogi od jednej obrabiarki do 
drugiej.

Dla detalu a., 1 poszczególnych obrabiarek mamy

V «  ■  ’

H ,,*-  “ * V *  + % . * ’

Detal a ^  sohodzl a II, o czasie  ̂ “ *1^ 1 + aiz n
Big kończy detal a ^  w chwili t1 2 • J«śll 2 ̂  *1  ̂ 1 *
to a4 odrazu wchodzi na ML 1 sohodzl z niej o czasieX- t



Natomiast gdy , 2 1 9 wówcaas obrabiarka ŁL,
musi czekać na detal a^ przez czas ,2 “ łl 1 “* *1 2*

Mi
"̂ ¿/(2 “***■ ^4,2 *"

¿̂„2 4 i  1%

V*
W tym preypadku 2 « 2 + al 2 + °i 2 “ 2 +

8>4 A , 4 *" A 8 tj S *ł* £tj A •
V  + V  ^ / 2 1* '1  V 2

Mamy więc
tl2f2 * *1^,2 + alz ,2  ieśli tl1Z  — H.,/! ,

zaś w przeciwnym razie
*1 2 * *1 1 + al 2 **2'* ‘a/1 ł2'£

Podobnie otrzymujemy
h z . i  "  * 1 , , !  + alt;3 * 1 2  ,

w przeciwnym razie

'lż, 3 * *12,2 T %,,3

tj _ * tj _ + a4 _ jeśli 1 4 _ ̂  t j _ j ,l^ym i/:-/ ' m i*/® %-# '® l̂ /tt-1
w przeciwnym razie

5# 3« G r a  k o o p e r a o y j n a

Trzy obrabiarki można uważać za trzech, kooperantów* Mal­ców
my wćwozas do czynienia z 3-osobową wielochodą grą koopera­
cyjną, w której pierwszy z uczestników ma do wyboru w swym 
j-tym chodzie 6-j kroków elementarnyoh, a pozostali ucze-

•Ml



stnicy dostosowują się do wyboru pierwszego. Stan, który osiąga 
gra określony jest więc działaniem kooperanta • Każdemu ze 
stanów przyporządkowujemy trójwymiarowy wektor wypłat - będą 
to czasy, o których aŁ schodzi z •

Otrzymujemy grę Gj , której graf dla 5 detali i dowolnej
otrabiArt k

Mamy tu 120 stanów końcowych: S206, ... , S325 i 320 
możliwych przebiegów gry. Istotnie, na tyle różnych sposo­
bów można ustawló na linii obrabiarek 5 różnych detali, 5 • 
4 . 3 . 2 . 1 = 5 1 =  120. Krok elementarny p^ oznacza obro­
bienie t-tego detalu.



5* 4* D w a  r o d z a j e  g i e z

Dla gry kooperacyjnej Ĝ  nie istnieje automat uproszozo- 
ny JLj' , który miałby ilość stanów mniejszą niż Ĝ  i obrazował 
istotę procesu kooperacyjnego równiej dobrze jak Ĝ * Przyczy­
na leży w tym, że Gj jest grą innego rodzaju, aniżeli gra Ĝ  
typu Nim lub gra G2 obrazująca ładowanie okrętu*

O grze G., można powiedzieć, że jest p r z e m i e n n a ,  
stan wytworzony ciągiem kroków elementarnych p2, p2, p«| 
faktycznie niczym się nie różni od stanu wytworzonego oląglem 
p2, P-j> P2 • W obu przypadkach w trzech rogach stołu bę­
dzie ta sama sytuacja: 2, 1 i O zapałek* Dlatego proces obra­
zowany grą G«, daje się przedstawić przy pomocy uproszczonego 
automatu A^, w którym słowo a^, at,") generuje ten sam 
stan oo słowo ./a*»> * 2 !  * ^zzem:Lezlzia jest również gra G2, 
bo waga i wartość ładunku wziętego na statek są jednakowe w 
przypadku (a, b, o) I w  przypadku^b, o, aj •

Natomiast gra kooperacyjna G^ niąflest przemienna* Ćląg 
kroków elementarnyoh P2» P3 j oznaczający obróbkę róż­
nych detali w kolejności najpierw a^, potem a2, a końcu a^ - 
wymaga z reguły innego czasu produkcyjnego niż oiąg (jpp>,,
P2 J , a więc oba te oiągl wytwarzają dwie różne sytuacje,dwa 
różne stany prooesu kooperacji* Automat A^ służący do stu­
diowania tego procesu musi spełniać warunek /%/' t

f 4 i1!' xi )  * f 4 i4k> Xl) dla 1 * k> 
nie może zatem przybrać uproszczonej postaci A^ analogicznej
do Aj' czy A^ *

Jeśli chcemy, by A^ obrazował dowolny proces kooperaoyj-



ny typu Ĝ  : zespół m obrabiarek przebiega oiąg p detali, 
wśród których jest a różnych, przyjmiemy dla A^
wejśoiowy X ■ {Zj , Zg , ••• , z ^  , funkcję f^ okre­
ślimy formułą

* 4  (  » x i J  ’  4 f> > G  "  10fle +  3 k ‘
Alfabet wyjściowy y  i funkcję fy : Q — • X skonstruujemy
przyporządkowując każdemu £ Q czas potrzebny do jego
wytworzenia na linii* Wartość fy obliczamy korzystając z
rekurenoyjnych wzorów 5* 2*

Dajmy np* na wejśoie automatu A^ w stanie q.c słowo x =
^z^, z^, ••• , z ^ -) w alfabecie£zf, Zg , ••• , ZjJ np.
z ■ £z^, ẑ , Zg, Zg, ẑ , z5, z1, Zj) • A^ osiągnie stan
końcowy 443223511 1 ^  na "J^ściu czas fy (^43223511) po ~
trzebny na obróbkę ciągu detali â , â , a2, a2, a^9 â ,
a., a. * Załącznik 2* zawiera odpowiedni program* Można 

1 1 s/óu
również zlecić maszynie generowanie wszystkich ¿tanów/ pew-
nego typu, np* wszystkich permutacjl ciągu Zj, *4»
1 wybranie tej z nioh, która najszyboiej przechodzi przez 
linię /załącznik 3/* Bardzo proste rozwiązanie tego ostatnie« 
go zadania dla dowolnej liczby detali ale tylko 2 obrabia­
rek znajdujemy w LZ1.

5* 5* A n a l i z a  s i e c i

Przypuśćmy, że technologia procesu nie dopuszcza żad - 
nyoh zmian kolejności, wjjaklej pięć detali a^ wchodzi na 
linię trzech obrabiarek Przy pewnych Jmkładaoh jest 
natomiast możliwe ulepszenie techniki obróbki, zwiększenie 
tempa pracy i zmniejszenie niektórych czasów a ^  obróbki



i-tych detali na j-tych obrabiarkach. Na które a^ skierować 
należy wysiłki? Z rysunku 5* 2* na str. 25 widać np., że na­
wet najdalej idące skrócenie czasu a ^  , ^ przy niezmienio­
nym â  nie przyniesie żadnego skrócenia cyklu, bo wszyst-

m

ko jedno następny po a ^  detal a ^  wejdzie na Mg nie wcześ­
niej niż w chwili t^ -jj to jest w chwili, gdy zejdzie z H|.

Niech kolejnością detali będzie â , ag, â , â , â  i 
niech czasy a^^ określa tabliczka

Mi M2 m3 ;

; ai 1 3 4 :

; ®2 5 1 3 i

; a3 2 4 - 5 |

; a4 4 5 1 |

: a5 3 2 2 i

Aby znaleźć wąskie gardła procesu, skonstruujemy automat 
A^ inaczej niż poprzednie automaty. Jego stan początkowy q.0
to sytuacja na linii przed rozpoczęciem procesu obróbki. Stan

na Mj
0.̂ 2 oznacza, że') zakończona została obróbka i-tego detalu} q.̂  
będziemy więc pojmowali jako element istniejący tylko w chwi­
li swego powstania. Wejście z, * oznacza działanie j-tej obra-X J
biarki względem i-tego detalu. Każdemu działaniu przypo­
rządkowujemy czas a^ jego trwania* Działanie może być 
rozpoczęte nie wcześniej niż w chwili, gdy zostały zakończo­
ne działania j oraz xi,j-1 ° W rezultacie otrzymamy A^ 
jako ós e m k ę ^



A4
= *(Q , X, Y, T> fa’ fy’ ft’ *

Q = K » 9 X a (xi j j '  i = 1,2,3 /

X
= {yi3 } , 2 =* [aij j; / 3 “

funkcje
f„ : Q * X  — - Q, fv : Q Y , f. : X -* T określimy<ł Jr 1*

naśtępującym grafem. Przedstawia on te elementy procesu, któ­
re dają się połączyć w nurty ciągłe* Widać, że np* stanu 
nie można osiągnąć ze stanu w sposób ciągły, bo obróbka
Xpj2 piątego detalu na drugiej obrabiarce, dająca w rezultacie 
stan 9.52* nie może zacząć w chwili fy £91̂  Jj * ^51 a 15, 
ponieważ o tym czasie nie została jeszcze zakończona obróbka 

czwartego detalu na 1^, a więc Mg nie przyjmie piątego 
detalu* Natomiast w chwili fy (̂ *42) = y 42 m ^ t  g^y ^2 
się zwalnia, stan q j u ż  nie istnieje. Dlatego qLjg może być 
osiągnięty tylko z g.^ • Rozumując w ten sposób budujemy taką 
oto siatkę.



Z przeprowadzonej analizy wynika, że stan q.̂  może by6 
generowany dwoma słowami,
x = 1 3̂1 -JI X21 ’ X31 ’ x41» x42> x52> x53 ) » 
x'= (*11, x3i, x32, x42, x52, x53 ̂  ,

które różnią się symbolami x ^ , x3 2® Ponieważ a^ = a^2 # 
w obu przypadkach otrzymujemy ten sam czas procesy.

a11 + a21 + a31 + a41 + a42 + a52 + a53 = 21 = 3
Zadanie zostało rozwiązane: proces obróbki może ulec 

skróceniu, jeśli zredukujemy czasy a^, a21, a^, a ^ , na
Mi , a32» a42> a52; na ̂ 2 Ł a53 na 3̂° natomiast te
czasy ulegną zwiększeniu, to proces się przedłuży. Pozosta­
łych 7 czasów, â .|* na M1, a12, a22 na i a«̂ , a23, a^, 
a^3 na M̂  nie bierze udziału w tworzeniu czasu y^-procesu.

Analiza wąskich gardeł, którą przeprowadziliśmy tutaj, 
nosi nazwę a n a l i z y  s i e c i o w e j  /metoda 
P E R T / .  Słowa x i x '  to ś c i e ż k i  /ślady/ k r y ­
t y c z n e  sieci.

Model A| , przy pomocy którego zmechanizujemy rachunek, 
zaprogramujemy w ten sposób, że A^ zapisze Xj^ jako pierw­
szy symbol na ścieżce krytycznej. Jeśli a^ 5̂». a^2 , to na­
stępnym symbolem ścieżki krytycznej x = , x^ xjŝ  
będzie x ^  = x21 . Jeśli a2  ̂» a^2 to przyjęte zostaną oba 
symbole, x21 i x12 i oprócz słowa x = fx4.fi x21,..., Xjŝ  , 
drugą ścieżką krytyczną jest x' « (*H* X12* •••"* xjs) * 
Jeśli a21 Z a^2 to drugim elementem słowa x będzie x ^  = 
x^2 itd.

Można modelowi A^ powierzyć również odssukanie ścieżki



p o d k r y t y o z n e j  , to jest tej drogi na grafie 
automatu Â , która jest krótsza od śoieżki krytycznej i 
dłuższa od pozostałych dróg od <ł0 do <3.̂3* biorąc przy tym 
pod uwagę również te przejścia, które na linii obrabiarek 
przy zadanych, a, . nie są ciągłe***• J



6* W N I O S K I

6« 1« Na ustępie było postawione pytanie, czy podsta­
wowych pojęć teorii automatów nie nożna zastosować do ana­
lizy pewnych procesów techniczno-ekonomicznych. Przedsta­
wiony materiał daje odpowiedź pozytywną. Pojęcie automatu 
jest szczególnie przydatne, gdy problem jest rozwiązywany 
metodami programowania dynamicznego. [2 ]

6. 2. Kiedy modelujemy nieantagonistyczne zagadnienia 
produkcyjne, transportowe lub organizacyjne przy pomocy 
automatów, nie ma potrzeby korzystać z pojęć tegorii gier. 
Natomiast celowe może być wówczas zastosowanie teorii gra­
fów. [3]

6* 3» Zaproponowana w 2* 1 definicja gry jako automa­
tu wymaga dyskusji. Należało by w oparciu o tę definicję 
dać określenie strategii w kontrowersyjnej grze wielooho- 
dowej. Wydaje się,żfew modelowaniu złóżonyGh procesów kon­
fliktowych należało by połączyć środki, jakimi rozporządza 
teoria gier, teoria grafów 1 teoria automatów*

6. 4* Można przypuszczać, że efektywne byłoby zastoso­
wanie automatów s t o c h a s t y o z n y o h  do mo­
delowania problemów związanych z teorią m a s o w e j
o b ś ł u g 1 /teoria kolejek/.
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Z a ł ą c z n i k  1.

begin
integer j, m, n, p, r, t, v, w, zj
input (m, n, r, v, w) ;begininteger array a fl ; m, 1 : w J , s [1 : tj , y [ 1 : n] $ 
input1 (a, s, y) j 
p : = r jfor j : = 1 step i until v do fiegin•b : = s Tj] ; p : = a [p, t] } if p Z m 
then
output f s  if p = 0 then go to K N end

begin _
" * 7  = y fp - m] ; output fp, z) ®  
end 

encL;E ft : end encL;'

Program ten służy do modelowania automatu A, dla którego 
Q = <ł2j ••• j V l ’ 9 am + n ]  9

X « jx1, ... , xw J , T = [y1, ... , yu  ̂ ,
f^ : Q X X __ Q. , fy : Q —-+.Y dane są tablicami

a [i ; m, 1 : je (j , y [i j nj , gdzie zamiast elementów 
q.Ł, * , y^ występują ich numery i, j, i • Funkcja fy jest 
określona na podzbiorze Q* $ dla tych. par fq.£, x^l , dla 
których f^ nie jest określona, przyjmujemy a f i, jj = 0.

Na wejście automatu A dajemy słowo x ••• >
xj 1 w postaci tablicy s [ 1  : v j , przy czym symbol x^ 
zostaje odczytany w stanie g.̂«

Wykonując program, maszyna drukuje ciąg -[pjl złożony z 
k liczb, k « v, lub k =» y + 1, - jeśli A przyjmuje słowo x $ 
w przeciwnym razie 1 L  k C v • Jeśli w toku odczytywania

I Ł



słowa x fŁ nie osiągnie żadnego ze stanów końcowych, to
£ m j w przeciwnym razie przedostatnia liczba będzie nu­

merem stanu końcowego g.̂ , a ostatnia - wartością fy ( ^ ± ^ )  ° 

Ciąg £pjl kończy się zerem, jeśli A nie przyjmuje x i w w t 
ku odczytywania nie osiąga żadnego ze stanów końcowych.

Z a ł ą c z n i k ___ 2.

begin
L integer i, j, k, m, n, p, r j 
real TEMP; 
input fm, n, p) $ 
begin 7?
integer arragr 8 t1 : p] |array aTT : m, 1 : nj , t [1 : i, 1 : pj j 
input fs, a) :
r" :“= s f1] j t f1, 1] : = a [ 1 , x] ; 
for i : = 2 step 1 until m do
£ tl, 1]: = tti - 17 ̂  V  + a fi» i] ifor j : 2 step 1 until n do 
Segin
r : * s Tj ] i t n, j] : = t T1, j - 1] + a fi, rj j 
for k : = 2 step 1 until m do 
irk, j ] : -= trk, j-1] ^ tTk-1,  j] 
then tCk-1, j] + a L“k, r] else 
£ fk, j - 1] + a [ k , rj 

end; r ~
TEIp : m t f m,p 1 ; output (TEMP / 

end 
encl;

Liczba TEMP jest czasem, o którym detal a, z zadanego
fciągu detali a, , a , , ... , a., schodzi z ostatnieji % r

m-tej obrabiarkij w tym ciągu p detali jest n detali różnych. 
Czas potrzebny na obróbkę i-tego detalu na j-tej obrabiarce 
zadany jest tablicą a [ 1 ; m, 1 : nj •



Z a ł ą c z n i k __ 3

r3do

'begin ..
integer array S [1 :5 ] , P T1 :5, 1 :5] 
array a cT:3 , 1 :5] , t n: 3 , 1 :5 ] i integer h, c, d, e, f, h, i, $*| 
real “subi optymal, z ; 
xeal ~vTocedure TEMP (a, s, ty $
Tn£eger"~arra.y "s j 
array ~a7“t$ 
beginInteger i, j, k, r$ 
r :* s r 13 j t [1,13  
for i := .2 step 1 
FTi, 1] := t" i-1, 
for j := 2 step 1 
He gin 
" r : = s t j] i
t C1,r] :* t Cl, 3-13 + a T1, r J , 
for k := 2 step 1 until 3 do
FTk, j ] := i| t k/J-T t SPl, j
t rk-1, +a tk,r] else 
t Ck, 3-1] +a [k,r] 

end;
TEMP := t f3 ,5] end proceduryj 

input (a) }

:= a T1, until 3 __
TT" + a Ti, r 3 until 5 do

then

h:= *, z:= 1000j
for h:= 1, 2, 3, 4, 
for o:= 1, 2, 3, 4, 
for d:= 1, 2, 3, 4, 
for e:=s 1, 2, 3, 4,
For ,**« 1, 2, 3, 4, 
he ginii h ^ c A h ^ d A h ^  

d ^ e A d ^ f A e #  
he gin

n  ]
T3I
T51

= -bj 
= *5
= # t

r 2 1
14 3

do
Hdo
1 °
eAh 4 f A c ^ d A c 4 

f then
:= cj 
:= e;

sub: = TEMP (a,S,t) 
if suh z. z then 
I? suh = z "ffien 
iT suh l  z tEen*~ 
He gin
.optymal := suhj
if h l 5 then 
For j:= i step 
F“fh,j] :* S rj] 
z ;= suh end 

encl; 
enST”

h := 1j 
h:= h+1;

1 until 5 do



for If- 1 step 1 until if h L 5 then ti begin ~~ "” outerj
for j:= 1 step 1 until 5 do output O  d> , P r i> j]) end; outer joutput C+dd > , optyinal, hi end programuj

2, 3, 5, 7, 9,10, 4,10, 5, 2,
3, 9, 2, 4, 7.

else 5 do

Program ten pracował na maszynie GIER ZON Uniwersytetu 
Warszawskiego. Maszyna podała dwie optymalne kolejności: 12453
i 12534 z takim samym czasem 38.
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