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WSTEP

Celem niniejszej pracy jest zapoznanie Czytelnika z podstawo-
wymi problemami i pojeciami teorii maszyn matematycznych.

Postugiwanie sie telefonem, telewizorem sprowadza sie do kilku
prostych manipulacji. Postugiwanie sie maszynami matematycznymi
nie jest juz takie proste. Dobre wykorzystanie maszyny wymaga
gtebokiej jej znajomosci. Utarto sie nawet powiedzenie, ze maszyna
matematyczna jest tak madra, jak jej uzytkownik; uzytkownik, nie
rozumiejacy dostatecznie maszyny i jej mozliwosci, niewiele z jej
pomocga osiagnie, i odwrotnie. Maszyna matematyczna pod tym wzgle-
dem przypomina moze bardziej instrument muzyczny anizeli urzadze-
nie techniczne.

Stad w ostatnich latach zaczeta sie gwattownie rozwijaé teoria
maszyn liczacych, majaca na celu gtebokie wnikniecie w istote ich
dziatania i zastosowan. Urzadzenie to bowiem, mimo 25 lat istnienia —
intensywnego rozwoju i wszechstronnych zastosowan — nadal nie jest
dostatecznie zbadane, co niewatpliwie wptywa ograniczajgco na zakres
jego zastosowan. Dzisiejszy uzytkownik nie moze ograniczy¢ sie tylko
do spraw zwigzanych z programowaniem czy metodami numeryczny-
mi. Niezbedna jest dla niego chociazby pobiezna znajomos$¢ probleméw
teorii maszyn matematycznych.

W ksigzce omowiono podstawowe pojecia, takie jak maszyna ma-
tematyczna, obliczenie maszyny, program obliczenia, schemat obli-
czenia, funkcje obliczalne przez maszyne i programy, jezyk programo-
wania oraz system programowania — ilustrujac je bardzo prostym
przyktadem maszyny liczacej — sze$cianem z ponumerowanymi $cia-
nami (takim jak np. kostka do gry), ktérego potozenia ilustrujg rézne
stany maszyny.
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WSTEP

Celem niniejszej pracy, jest zapoznanie Czytelnika z podstawo-
wymi problemami i pojeciami teorii maszyn matematycznych.

Postugiwanie sie telefonem, telewizorem sprowadza sie do Kilku
prostych manipulacji. Postugiwanie sie¢ maszynami matematycznymi
nie jest juz takie proste. Dobre wykorzystanie maszyny wymaga
gtebokiej jej znajomoS$ci. Utarto sie nawet powiedzenie, ze maszyna
matematyczna jest tak madra, jak jej uzytkownik; uzytkownik, nie
rozumiejagcy dostatecznie maszyny i jej mozliwosci, niewiele z jej
pomocg osiaggnie, i odwrotnie. Maszyna matematyczna pod tym wzgle-
dem przypomina moze bardziej instrument muzyczny anizeli urzadze-
nie techniczne.

Stad w ostatnich latach zaczeta sie gwattownie rozwijaé¢ teoria
maszyn liczacych, majgca na celu gtebokie wnikniecie w istote ich
dziatania i zastosowan. Urzgdzenie to bowiem, mimo 25 lat istnienia —
intensywnego rozwoju i wszechstronnych zastosowarn — nadal nie jest
dostatecznie zbadane, co niewatpliwie wptywa ograniczajaco na zakres
jego zastosowan. Dzisiejszy uzytkownik nie moze ograniczy¢ sie tylko
do spraw zwigzanych z programowaniem czy metodami numeryczny-
mi. Niezbedna jest dla niego chociazby pobiezna znajomos$¢ probleméw
teorii maszyn matematycznych.

W ksigzce omowiono podstawowe pojecia, takie jak maszyna ma-
tematyczna, obliczenie maszyny, program obliczenia, schemat obli-
czenia, funkcje obliczalne przez maszyne i programy, jezyk programo-
wania oraz system programowania — ilustrujac je bardzo prostym
przyktadem maszyny liczacej — szeScianem z ponumerowanymi $cia-
nami (takim jak np. kostka do gry), ktdrego potozenia ilustruja rézne
stany maszyny.



W oparciu 0 wymienione pojecia naszkicowano podstawowe pro-
blemy teorii maszyn matematycznych, jak np. rownowaznosci maszyn,
programéw, jezykéw programowania oraz systemow programowania.

Dzieki wprowadzonemu bardzo prostemu modelowi maszyny,
Czytelnik, nic bedacy w tej dziedzinie specjalista, moze zrozumie¢
doktadnie istote dyskutowanych zagadnien, a nawet niektdre z nich
prébowac rozwigzywac samodzielnie.

Do czytania i zrozumienia ksigzki nie potrzebne sg zadne wiado-
mosci z matematyki — wystarczy odrobina zdrowego rozsadku.

Ksigzeczka ta jest przeznaczona dla uczniow starszych klas liceum
oraz nauczycieli — interesujacych sie maszynami matematycznymi
i moze stanowi¢ rozszerzenie wiadomosci z tego zakresu, przewidzia-
nych w aktualnym programie dla IV klasy liceum matematyczno-
-fizycznego.

Mam nadzieje, ze przeczytaja jg rowniez z pewnym pozytkiem
specjalisci od maszyn matematycznych, zaréwno inzynierowie jak
i matematycy. Znajdg oni tu nieco inne spojrzenie na dobrze im znane
sprawy. Dla tej grupy Czytelnikow ujecie podanego materiatlu moze
by¢ zbyt rozwlekle i opisowe. Z my$lg o nich podana jest na zakoncze-
nie literatura, gdzie poruszone tu szkicowo problemy sg omdwione
wyczerpujgco i zwiezle.

Na zakonczenie chciatbym wyrazié¢ podziekowanie drowi Antoniemu
Mazurkiewiczowi. Wielokrotne z Nim dyskusje pozwolity mi lepiej
zrozumieé¢, czym jest w istocie maszyna matematyczna, i miaty wptyw
na przedstawione tu poglady.



Rozdziat |

PAMIEC

8 I. Ogdlne pojecie pamieci maszyny

Podstawowg czeScig kazdej maszyny matematycznej jest pamiecl).

Nazwa ta jest nieco mylgca, gdyz sugeruje podobienstwo do
pamieci organizmow zywych. Jezeli nawet podobienstwo takie istnigje,
jest ono bardzo dalekie i powierzchowne. Witasciwiej bytoby nazwaé
pamie¢ maszyny ,magazynem”, gdyz ten wiasnie fragment maszyny
gra role bardzo zblizong do ,,magazynu” w zaktadzie produkcyjnym?2).

W magazynie maszyny przechowuje sie nie przedmioty, jak to
ma miejsce w magazynie fabrycznym, lecz napisy sktadajace sie
z cyfr badz liter. Pamie¢ maszyny jest wiec rodzajem Kkartoteki,
jednakze sposéb postugiwania sie ta kartotekg bardzo przypomina
prace magazynu, z ktérego pobiera sie i przjejmuje przedmioty. Wy-
dawanie z i przyjmowanie napisow do pamieci maszyny odbywa sie
podobnie jak przyjmowanie i wydawanie przedmiotow w zwyklym
magazynie.

Dla zrozumienia podstawowych probleméw omawianych w tej
ksigzeczce nalezy przede wszystkim zdac¢ sobie sprawe z tego, czym
jest pamie¢ maszyny matematycznej i jakie ma ona wtasnosci. Dlatego
sprawie tej poswiecimy duzo uwagi.

* Istniejg takze maszyny bezpamieciowe, jednakze nie bedziemy sie nimi
tu zajmowac, gdyz sg to maszyny bardzo prymitywne i z przyjetego tu punktu
widzenia nieciekawe.

-) W niektérych krajach dla unikniecia mylacych skojarzen uzywany
jest. wihasnie termin ,magazyn“,a nie ,pamie¢“. Poniewaz w Polsce przy-
jat sie termin ,,pamie¢“ — przy nim pozostaniemy.



Z interesujacego nas tu punktu widzenia nie wszystkie cechy pa-
mieci sg wazne. Dlatego ograniczymy nasze rozwazania do bardzo
uproszczonego modelu pamieci, pozwalajgcego jednakze przesledzié
niemal bez zadnych istotnych uproszczen wszystkie interesujace nas
zagadnienia. Dla naszych celow nie musimy rozpatrywaé maszyny
jako magazynu, przechowujgcego okreslone przedmioty. Wystarczy,
jezeli przyjmiemy, ze pamie¢ maszyny to pewien przedmiot (urzadzenie
techniczne), ktérego zasadnicza wtasno$é polega na tym, ze moze on znaj-
dowac sie¢ w réznych stanach. Nie bedziemy tu $cisle wyjasniaé, co to
jest stan pamieci, a przyjmiemy, ze jest to pojecie powszechnie znane.
W fizyce np. méwimy, ze jakie$ ciato jest w stanie cieklym badz
statym, w organizacji produkcji méwimy o stanie magazynu itp.,
ogOlnie bioragc stan przedmiotu jest wiec pewng jego wiasnoscia,
ktorg przedmiot moze w danej chwili posiada¢. Zbiér wszystkich
takich wiasnosci réznych standw przedmiotu w jaki$ sposéb charak-
teryzuje przedmiot.

Drugg cechg pamiegci jest to, ze moze ona zmienia¢ stany w okreslo-
ny sposob. Na przyk#ad jezeli pamie¢ znajduje sie aktualnie w stanie sir
to u- nastepstwie moze znalez¢ sie w jednym z kolejnych standw, np.
63, 8, s13 jednakze nie moze ona przej$¢ ze stanu S np. do stanu s2

A wiec z kazdym stanem pamieci Sg zwigzane pewne
stany ,nastepne”. W szczeg6lnosci mogg to byé wszystkie stany.
Jednali, ogdlnie biorac, z kazdego stanu pamieé moze przejs¢ tylko
do niektérych stanow, ktére moze ona przyjmowac.

Tak wiec pamie¢ maszyny bedziemy charakteryzowad
a) zbiorem jej stanow,
b) sposobem zmiany stanow.

Zbidr tych wszystkich standw, ktére moga. nastgpi¢ po stanie x,
oznaczamy przez Sx i bedziemy nazywali otoczeniem stanu Xx.

PrzyjeliSmy tu, ze zbidr stanéw pamieci jest skoficzony. W wiciu
przypadkach wygodnie jest przyjmowac, ze zbior stanéw jest nie-
skonczony. tatwiej wtedy czasem sformutowac problemy matema-
tyczne. My jednakze pozostaniemy tu przy zatozeniu, ze zbidr stanow
w kazdej pamieci jest skornczony.
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CWICZENIA

1. Poda¢ otoczenie kazdego stanu w nastepujacych przypadkach:

a) Stanem ciala jest jego temperatura.

b) Stanem naczynia zawierajgcego ciecz (np. szklanki z herbatg)
jest ilosé cieczy w naczyniu.

c) Stanem Kksiegozbioru jest zbior aktualnie znajdujgcych sie w
nim ksigzek.

d) Potozenie wskazéwek zegara jest jego stanem.

e) Zaréwka mogaca przyjmowaé dwa stany (zapalona, zgaszona).

Uwaga 1. We wszystkich przypadkach tam, gdzie zbi6r stanéw jest
ciagly, przyjac zbiér dyskretny, tzn. przyjac, ze ciato moze zmieniac
temperature tylko o jeden stopien; objetos¢ wody w szklance moze sie
zmienia¢ co 1 cm3 za$ wskazowki zegara moga zmienia¢ potozenie
skokowo, co 1 min.

§ 2. Przyktad pamieci

W dalszym ciggu dla uniknigcia abstrakcyjnego toku myslenia
przyjmiemy bardzo prosty model pamieci i na jego przyktadzie bedzie-
my formutowaé wszystkie problemy. Nie ograniczy to w niczym
ogolnosci naszych rozwazan — model ten jedynie ufatwi znakomicie
zrozumienie istoty omawianych spraw. MoglibySmy oczywiscie z po-
wodzeniem poming¢ proponowany model,
formutujac zagadnienia w terminach ogdl-
nych.

W naszych rozwazaniach zwykta kostka
szescienna (rys. 1) bedzie symbolizowata
pamiec.

Stanem kostki nazwiemy jej potozenie.

A wiec kostka moze przyjmowac szes¢ sta-

now. Przyjmijmy, ze $ciany kostki sg

w jaki$ sposob ponumerowane, np. numera-

mi od 0 do 5 (badz literami a, b, c, d, ¢, /).

Bedziemy moéwili, ze kostka jest w stanie np. 3, jezeli kostka jest
postawiona na S$cianie oznaczonej numerem 3, jak to pokazano na
rysunku 2.



We wspomnianym przyktadzie zatozyliSmy milczaco, zc kazda
Sciana kostki jest oznaczona odrebnym symbolem i ze kazde dwie

Sciany sg oznaczone réznymi symbolami. Zatozenia tego w dalszym
ciggu nie bedziemy przestrzega¢, dopuszczajgc oznaczenie rdéznych
Scian kostki takimi samymi symbolami; dopuszczamy rowniez, ze
niektére Sciany moga by¢ nie oznaczone zadnymi symbolami, jak np.
na rysunku 3.

Jezeli kilka Scian jest oznaczonych tym samym symbolem, to
odpowiadajace im stany (potozenia) kostki bedziemy utozsamia¢, tzn.
odpowiadajgce tym potozeniom stany bedziemy uwazali za identyczno.

Natomiast potozenie kostki odpowiadajgce Scianom nieoznaczonym
nazwiemy niedopuszczalnymi i przyjmiemy, ze.kostka nie moze znaj-
dowaé sie w stanic niedopuszczalnym.

Przyjmiemy dalej, ze jezeli kostka jest w stanie x, to moze przejs¢
tylko do stanu y, takiego ze y jest dopuszczalny oraz sciany oznaczone
X iy majg wspolng krawedz (tzn. $ciany te sg sasiednie). Nie mozna
wiec zmieni¢ potozenia kostki w ten sposéb, aby przeszta ona z poto-
zenia (stanu) x do vy, jesli Sciany x i y sg przeciwlegte.

Z naszg kostkag mozemy wiec zwigza¢ co najwyzej szescioelemen-
towy zbior standéw oraz ustalony sposoéb ich zmiany. Kostka taka jest
wiec w mysl przyjetej definicji pamiecig. Tym przyktadem pamiegci
bedziemy postugiwali sie w dalszym ciggu.

Zwrdémy jeszcze uwage, ze nie jest sprawg istotng, jakimi symbo-
lami oznaczymy S$ciany kostki. Moga to by¢ dowolne liczby, litery
alfabetu, a nawet kolory. Istotng jest tu liczba tych symboli oraz oto-
czenie kazdego stanu.
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CWICZENIA

1. Oznacz $ciany kostki w ten sposéb, aby realizowaty one na
stepujgce pamieci:
a) S ={0,1,2 3}
S0= {1,2,3-A =1{01,2} S2= {0, 3}; Sa= {0, 2}
b) S={01, 2 3
S0= {1,2,3} S1= {1,2}; S2= {0, 1, 3}; S3= {0, 1, 2}
c)S={01,2 3 4,5}
S0= {1, 2, 3,4}- S1= {0,4,5} S2= {0, 7, 3, 5}
S3= {0, 2, 4,5}; St= {0,3,I,5}i S3= {1, 2, 3, 4}

2. Czy zadanie 1 jest zawsze wykonalne. Jezeli nie, to dlaczego?
Mozesz to sformutowaé ogdlnie?

3. Czy zawsze rozwigzanie zadania 1 jest jednoznaczne? Dlaczego?

4. Zamiast kostki przyjmij: a) czworo$cian, b) dwunastoscian. Co
mozesz powiedzie¢ o pamieciach zbudowanych na takich brytach?
Czy mozesz podaé przyktady jeszcze innych bryt, ktére mozna za-
stosowaé jako pamieci?

§ 3. Wykres (graf) stan6w pamieci

Wiasnosci pamieci wygodnie jest przedstawi¢ w postaci rysunku
zwanego grafem albo wykresem stanow pamieci, badz krotko — wy-
kresem (grafem) standw. Wykres (graf) standw nazywany jest tez
wykresem (grafem) przejscia. Obu tych nazw bedziemy uzywali za-
miennie.

W ykres stanéw wykonujemy nastepujaco:

Stany pamieci przedstawiamy jako punkty na ptaszczyznie (za-
miast punktdw wygodnie jest rysowac kotka). Jezeli ze stanu x pamieé
moze przej$¢ do stanu y i odwrotniel), to punkt wykresu odpowiada-
jacy stanowi x (zwany dalej krotko punktem x) tgczymy odcinkiem

") Czasem wygodnie jest rozpatrywac pamieci takie, w ktdrych mozliwo$¢
przejécia od stanu x do y nie pociaga za sobg mozliwosci przejscia od stanu y
do x. Wtedy nalezatoby punkty x iy tgczy¢ na wykresie strzatkg skierowang
od x do y.

11



z punktem vy. taczac w ten sposob wszystkie punkty odpowiednio
odcinkami otrzymamy wykres standw (przejs¢) danej pamieci.

Na przyktad wykres sta-
, now dla kostki pokazanej nary-
sunku 4 jest pokazany na ry-
sunku 5. Na rysunku 4 cyframi
przerywanymi oznaczono sta-
ny przypisane $cianom nie-
widocznym. Wykres taki jest

Rys. 4 Rys. 5

przejrzystszy anizeli np. rysunek kostki. Z wykresu standéw tatwo od-
czyta¢ otoczenie kazdego stanu, a wiec sposob, w jaki pamie¢ moze
zmieniaé swoje stany.

CWICZENIA

1. Podaj wykresy stanow dla pamieci podanych w éwiczeniu 1, §2.

2. Podaj wykresy stanow dla przedmiotow rozpatrywanych
w ¢éwiczeniu 1, § L

3. Jak zmieni sie wykres stanéw dla kostki pokazanej na rysunku 4,
jezeli stany 1 i 3 zastgpimy stanem 0 (tj. na odpowiednich $cianach
kostki zamiast 1, 3 napiszemy 0) ?

4. Jak zmieni sie wykres standw dla kostki pokazanej na rysunku 4,
gdy Sciany oznaczone 4 i 3 nie beda zawieraty zadnych symboli?

5. Jak zmieni sie wykres standw podany na rysunku 5, jezeli
symbole 0, 1, 2, 3, 4, 5 zastgpimy odpowiednio przez symbole 3, 4, 2,
0, 7, 1? Czy spos6b oznaczenia $cian kostki charakteryzuje istotne
dziatanie pamieci ?

12



G Woykres stan6w pamieci mozna otrzymac réwniez w inny spo-
s6b. Oznaczmy $ciany szescianu punktami i potaczmy ze sobg punkty,
ktdre reprezentujg Sciany sasiednie (posiadajgce wspolne krawedzie).
W przypadku gdy wszystkie $ciany szeScianu sg oznaczone réznymi
symbolami, wykresy sporzagdzone tg metoda beda identyczne. Jezeli
jednak niektore Sciany zostang oznaczone takimi samymi symbolami,
wykresy bedg sie rozni¢. Na czym polega ta rdznicg? Zrobi¢ wykresy
stanéw obiema metodami dla pamieci pokazanej na rysunku o przyj-
mujac, ze symbol 3 jest zastgpiony symbolem 5 oraz symbol 1 —
symbolem 2.

7. Poda¢ wykres stanow dla czworos$cianu i dwunasto$cianu.

8. Gdybysmy zamiast czworoscianu rozpatrywali kule jako model
pamieci, co mozna by przyja¢ jako stan takiej pamieci? W jaki
sposéb mozna opisa¢ jej zmiane standéw?

9. Jak mozna by okredli¢, kiedy dwie pamieci sg jednakowe
(rowne) ?

§ 4. Macierz stanow

Zamiast wykresu stanow (przejscia) wygodnie czasem jest sto-
sowac tzw. macierz standw (albo macierz przejécia) pamieci.
Macierz ta ma postac, jak pokazano przyktadowo nizej:

0 1 2 3 4 5

0 X X X X
1 X X X X
2 X X X X
3 X X X X
4 X X X X
5 X X X X

Powyzsza macierz odpowiada wykresowi standw pokazanemu na
rysunku 5. W wierszach i kolumnach podano stany pamieci. Jezeli
dopuszczalne jest przejscie od stanu p do g, to na skrzyzowaniu ko-
lumny p oraz wiersza q piszemy krzyzyk x .
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CWICZENIA

1. Podaj wykresy stanow odpowiadajagce nastepujacym macie-
rzom :

w N Rk O
x
x

b) 0

A W N R, O
X
X

§ 5. Ciggi standw pamieci (obliczenia)

PowiedzieliSmy, ze pamieC jest to urzadzenie, ktére moze posiadaé
pewng liczbe standéw (nie precyzujac zresztg blizej co to jest stan)
i moze te stany zmienia¢ wedtug okreslonych regut. O sposobie zmiany
moéwi wykres lub macierz stanéw pamieci.

Pamie¢ o wykresie stanow pokazanym na rysunku 5 moze zmieniaé
stany w nastepujacy np. sposéb:
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Pierwsze trzy ciggi sa skonczone, ostatni za$ cigg nie jest skonczony.
Natomiast pamie¢ podana na rysunku 5 nie moze zmieniaé stanoéw
w taki sposob:
014,32
60,1,2, 4,00
3,105 3,

gdyz po stanie 0 nie moze bezposrednio nastepowac stan 1, po stanie
2 — stan 4, po stanie 1 — stan 0, za$ po stanie 5 — stan 3.
Ogolnie, cigg standw pamieci P

taki, ze stan xi+l w tym ciggu nalezy do otoczenia stanu Xxit nazwiemy
obliczeniem w pamieci I* (cigg ten moze by¢ skonczony jak i nieskon-
czony).
Czasem wygodnie jest operowac takze pojeciem obliczenia:
Ciag
#0, T ..., X{

jest obliczeniem wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje taka pamie¢ P, ze
cigg ten jest obliczeniem w pamieci P.

Obliczenie w pamieci P jest to wiec jak gdyby tasma filmowa, na
ktérej zanotowano kolejne zmiany stanéw pamieci P.

CWICZENIA

1. Podac¢ pamieé (tzn. wykres stanéw), ktéra moze zmienia¢ stany

myvnastepujacy sposob:

a) 1,2,0,3,0, 1,2
1, 2,
,0

4
2

oW oo
N I N N
oW N w

b)

e i

0
, 2
2
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c) abcd
a, c b ab
b, ca,d

d Qg1,0,1, ...

2. Czy nastepujace ciaggi
01532
2,4,1,0
512 4
moga by¢ obliczeniami w pamieci pokazanej na rysunku 5?



Rozdziat 11

MASZYNY MATEMATYCZNE

8 1. Pojecie maszyny oraz instrukcji maszyny

Dla wyjasnienia pojecia instrukcji postuzymy sie wprowadzonym
modelem pamieci — kostka.

Zaldzmy, ze na kazdej Scianie kostki oprocz symbolu oznaczaja-
cego stan pamieci, wprowadzimy rowniez oznaczenia krawedzi
literami G, D, P, L (pierwszo litery stow Goéra, Do6t, Prawo, Lewo)l),
jak to pokazano na rysunku @

Kazda $ciana kostki jest wiec teraz zorien- G
towana tak, jak np. mapa, na ktérej wyrdznia-
my cztery strony $wiata: pdtnoc, potudnie, wschod,

zachod. L 3 P
Jezeli kazda ze Scian kostki jest oznaczona inng

literg, to krawedzie kazdej Sciany mozemy ozna- n

czy¢ zupetnie dowolnie 2). Rys. C

Jezeli natomiast w kostce istniejg $ciany ozna-
czone tg samg literg, to przyjmiemy, ze oznaczenia krawedzi nie sg
dowolne, a spetniajg pewien warunek, ktdry omoéwimy nieco pdzniej
— a tymczasem bedziemy zajmowali sie kostka, ktérej Sciany sg
oznaczone réznymi symbolami.

Tak oznaczong kostke nazwiemy maszyng matematyczng lub
krétko maszyng, a symbole G, 1), P, L — instrukcjami maszyny.

% Zamiast liter Q,D, P, L, mogliby$Smy uzy¢ oznaczenh N,S.W,E, symboli-
zujacych strony Swiata.

2) Zauwazmy, ze w ten sposob kazda krawedz kostki jest oznaczona dwoma
symbolami, niekoniecznie jednakowymi.

17
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Kazdg maszyne definiujemy przez podanie jej pamieci
oraz zbioru instrukcji.

Jezeliinstrukcje maszyny G, D, P, L naniesiemy na wykres
stanéw pamieci, jak topokazano na rysunku 7 (ktéry otrzymano

z rysunku o piszac przy kazdym
stanie w dowolny sposéb litery G,
D, P, L), to tak otrzymany no-
wy wykres bedziemy nazywali
wykresem stan6w maszyny, a sta-
ny pamieci nazwiemy stanami
maszyny.

Mozemy teraz wyjasni¢, co
oznaczajg litery G, D, P, L. Oz-
naczajg one przewrdcenie kostki
wzdtuz odpowiedniej krawedzi,
np. litera G oznacza przewrdce-
nie kostki krawedzig gérng (G),
tzn. jezeli maszyna o schemacie
z rysunku 7 jest w stanie 0, to li-
tera G bedzie oznaczata przewro-

Rys- 7 cenie kostki na S$ciang oznaczo-

ng liczbg 2; jezeli pamie¢ znaj-

duje sie w stanie 5, to litera G bedzie oznaczata przewrocenie kostki
na $ciane 0 — itp.

Litery G, D, L, P oznaczajg wiec pewne czynnosci: zmiane poto-
zenia kostki (albo inaczej: zmiane stanu maszyny).

Sprawa ta jest bardzo prosta i nie powinna sprawi¢ Czytelnikowi
ktopotul).

Wréémy teraz do przypadku, kiedy niektére Sciany kostki sa
oznaczone tym samym symbolem. Aby instrukcje mozna bylo wy-
kona¢ jednoznacznie, krawedzie poszczegdlnych $cian nie moga by¢
juz oznaczone dowolnie (przeanalizowaé¢ to na przyktadzie pudetka

P Tym, ktorzy dobrzo nie zrozumieli dotychczasowych wywodéw, pro-
ponuje przeanalizowanie tego problemu na pudetku od zapatek w nastepujacy
sposob: kazdg Sciane pudetka oznaczmy, naklejajac papierek z liczbg i literami
okreslajgcymi odpowiednio stan oraz cztery krawedzie (patrz rys. 6). Nastep-
nie przeanalizujmy dziatanie kazdej instrukcji przy dowolnych potozeniach
pudetka.
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od zapatek). Gdybysmy na przyktad w maszynie o wykresie stanow
podanym na rysunku 7 stany 2 i 0 utozsamili oznaczajagc oba sym-
bolem 0, to nie bytoby dobrze, gdyz instrukcja np. D zastosowana
do stanu 2 daje stan 3, za§ — do stanu 0, stan 5.

Sprawa tg nie bedziemy sie tu blizej zajmowaé, chcieliby$Smy
jedynie zwrdci¢é uwage, ze wprowadzenie instrukcji narzuca pewne
ograniczenia na to, co mozemy uwazac za stan pamieci. Dla uprosz-
czenia bedziemy zaktadali w dalszym ciagu, zc kazda pamieé jest
zbudowana wiasciwie, tzn. wszystkie instrukcje sg jednoznaczne.
Wygodnie bedzie réwniez wprowadzi¢ macierz przejscia (standw)
maszyny.

Macierz te otrzymamy przez nieznaczng modyfikacje macierzy
stanow pamieci, mianowicie oznaczajgc kazdg kolumne odpowiednig
instrukcja, za$ wiersz stanem oraz piszagc w wierszu p i kolumnie i
stan, do ktorego przechodzi maszyna ze stanu p pod wpltywem in-
strukcji i.

Przyktad macierzy stanéw dla maszyny o wykresie stanéw po-
danym na rysunku 7 pokazano ponizej:

G D L P

Stan
0 2 5 3 4
1 4 3 5 0
2 1 3 0 5
3 4 2 0 1
4 3 0 5 1
0 0 2 4 1

Macierz standw jest whasciwie tabelkg pewnej funkcji

CWICZBNIA

1. Czy mozna w wykresie stanow maszyny podanym na rysunku 7
tak zmienia¢ rozmieszczenie instrukcji G, L, P, D, aby

a) stany 0i 2 byty identyczne,

b) stany 0 i 3 byty identyczne,

c) stany 0i 4 byty identyczne,
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G a wszystkie pozostate stany byly rbézne? Czy
mozna to zadanie rozwigza¢, odrzucajgc ostatnie
zatozenie ?

2. Czy mozna zbudowaé czworoscian tub dwu-
nastoscian posiadajacy dwa stany identyczne,
a pozostate rozne?

Rys- 8 3. Przyjmijmy, zc w sze$cianie tylko niektore

$ciany sa oznaczone literami G, D, L, P (jak np.

na rys. 8) i ze kostke niezaleznie od stanu mozna przewracac tylko

przez krawedz oznaczong jaka$ literg. Czy wtedy mozna rozwigzac
zadanie 17

i Sformutowac ogdlnie, kiedy dwie $ciany dowolnej bryty moga
by¢ utozsamione, i pokaza¢ to na wykresie standw maszyny.

8 2. Instrukcje maszyny jako funkcje

Na wprowadzone instrukcje maszyny mozna spojrze¢ nie tylko
jako na opisy czynnosci zmiany potozenia kostki, ale mozna im nada¢
réwniez sens matematyczny.

Wszystkie instrukcje maszyny sg po prostu funkcjami. £atwo to
zauwazymy, jezeli stan maszyny bedziemy traktowa¢ jako argument
funkcji, za$ stan, do jakiego'maszyna przejdzie po zastosowaniu
instrukcji — jako wartosci funkcji.

Na przykiad G(0) = 2, G{4) 3 itp. (Patrz rys. 7.)

Dla maszyny o wykresie stanow pokazanym na rysunku 7 instruk-
cje G, D, L, P bedg funkcjami okreslonymi nastepujgcg tabelka:

X 0 1 2 3 4 5
G(x) 2 4 1 4 3 0
D(x) 5 3 3 2 0 5
L(x) 3 5 0 0 0 4
P(x) 5 2 5 1 1 1
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CWICZENIA

1. Przyjmijmy, ze pola szachownicy sa kolejno ponumerowane
liczbami od 0 do 63. Jakg funkcje definiuje pionek ? Czy zawsze ta
funkcja jest okreslona?

2. Podaj funkcje okreslono przez inne figury szachowe.

§ 3. Niezaleznos¢ instrukcji maszyny

Analizujagc mozliwe ruchy kostkg zauwazymy, ze przejscie z jed-
nego stanu maszyny do innego stanu mozemy wykonaé na rozne
sposoby, np. ze stanu 0 do stanu 3 mozemy przej$s¢ bezposrednio
wykonujac instrukcje L (patrz rys. 7) albo tez mozemy , najpierw
zastosowaé instrukcje G, otrzymujac stan 0(0) = 2, zas do stanu 2
zastosujemy nastepnie instrukcje D, otrzymujgc ostatecznie stan
D(2) — 3. Istnieje jeszcze wiele innych mozliwosci przejscia od stanu
0 do 3.

Powstaje wiec pytanie, czy aby przejs¢ od jakiego$ stanu do in-
nego potrzebne sg wszystkie wprowadzone instrukcje ?

tatwo zauwazy¢, ze dla rozpatrywanego przyktadu pamieci
(rys. 7) wystarczg tylko instrukcje G, L. Wtedy, aby przejsé np. ze
stanu 0 do stanu 5, zamiast instrukcji D mozemy zastosowa¢ kolejno
instrukcje L, O, G, L. Dla pozostatych standw mozemy postgpi¢ po-
dobnie i otrzymamy dla instrukcji D tabelke

L, G G L
G G

G GG
L, G
L, G

G G

g B~ W N -, O

Podobnie mozemy wyeliminowa¢ instrukcje P 1).

’) Ciag instrukcji, jakim zastepujemy instrukcje D w rozpatrywanym
przyktadzie, zalezy od stanu pamieci. Ogoélniej, wazng rzecza jest, abysmy
zawsze — niezaleznie od stanu pamieci — te samg instrukcje mogli zastgpic¢
takim samym ciggiem innych instrukcji.
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A wiec instrukcje P, D sg zbedne, gdyz mozna je zastgpi¢ instruk-
cjami L i G. Méwimy w takim przypadku, ze zbidr instrukcji G, D,
L, P maszyny jest zalezny. Jezeli za$ zadnej instrukcji maszyny
nie mozemy zastapi¢ pozostatymi (fen. nie mozemy po jej wyelimino-
waniu przej$¢ od kazdego stanu pamieci do dowolnego innego), to
moéwimy, ze zbiér instrukcji maszyny jest niezalezny.

CWICZENIA

1. Zbada¢ dla maszyny o wykresie standw pokazanych na rysun-
ku 7, ktore z instrukcji G, D, L, P sg niezalezne.

2. Czy mozna podac¢ takg maszyne, aby zbiér jej instrukcji za-
wiera! tylko jedng instrukcje?

3. Podac og6lnie na podstawie wykresu stanéw, co to znaczy, ze
instrukcja maszyny jest zalezna (oraz niezalezna) od pozostatych
instrukcji maszyny.

4. Czy mozna tak dobrac instrukcje G, D, L, P na rysunku 5,
aby wszystkie one byty niezalezne ?

5. Czy mozna tak dobra¢ na rysunku 5 instrukcje G, D, L, P,
aby instrukcje zalezne mogly by¢ zastgpione jednakowym ciggiem
innych instrukcji niezaleznie od stanu maszyny?



Rozdziat Il

PROGRAMY OBLICZEN

8 1. Pojecie programu obliczenia

Zmodyfikujemy nieco pojecie obliczenia podane w rozdziale T,
§ 5-
Ciag (skonczony albo nieskoriczony)
w0 3>
nazwiemy obliczeniem w maszynie iii wtedy i tylko wtedy, gdy dla kaz-
dego i > 0, xijest stanem maszyny iii oraz

ati = Qx>
gdzie o oznacza instrukcje maszyny.

Modwigc prosciej obliczenie w maszynie jest takim ciggiem stanow
maszyny, zc kazdy nastepny stan w tym ciggu wynika ze stanu
poprzedniego, przez zastosowanie odpowiedniej instrukcji maszyny.

Na przyktad cigg stanéw

0,5402 120

maszyny o wykresie stanéw podanym na rysunku 7 otrzymujemy
stosujac kolejno nastepujace instrukcje:

D(0) = 6,
L) = 4
L) = 0,
0(0) = 1,
0(1) = 1,
P(I) = 2
L(2) = O.
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Mozna to przedstawic jeszcze w inny sposéb :

D L L G G P L
0->5 4->0->2->1-*2->m0

wpisujgc miedzy stanami odpowiednie instrukcje.
Ciag instrukcji
D,L,L,GG, P, L

bedziemy nazywaé programem obliczenia 05,4, 0, 1, 1,2, 0. Za-
uwazmy, ze kazde obliczenie ~w maszyniejednoznacznie definiuje
pewien program.
Ogodlniej mozemy powiedzie¢, ze programem obliczenia w maszynie
M
FO> *D> e oo XU

(skonczonego lub nieskonczonego) nazywamy taki cigg instrukcji
maszyny M
Q)' Q> co o>
ze dla kazdego i
~ Qi(xd- i
Ciag instrukcji
A) Rj> Jb o.o>®

nazwiemy programem, jezeli istnieje taka maszyna M oraz takie
obliczenie w maszynie M
2) &jag, ..., X,
ze ciag 1) jest programem oblicze-
nia 2) w maszynie ii/.

tatwo zauwazy¢, ze dla nie-
ktorych maszyn kazdy ciagg ins-
trukcji maszyny jest programem,
dla innych za$§ maszyn tak nie
jest.

Pierwszy przypadek ma miejs-
ce wtedy, gdy do kazdego stanu
maszyny mozemy zastosowaé
kazda z instrukcji maszyny, otrzy-
mujac za kazdym razem nowy

RS 9 stan maszyny. Jezeli za$ sg tu
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jakie$ ograniczenia, tzn. clo niektérych stanéw nie mozemy zasto-
sowa¢ dowolnej instrukcji, wtedy nie kazdy ciag instrukcji maszyny
bedzie programem.
tatwo sprawdzi¢, ze dla maszyny o wykresie standw podanym

na rysunku 9 programami sg ciggi

LGDDO

LGLP L

DDD ...,
natomiast ciggi

DPLGD

PPGDLD

GDGLP
nie moga byé programami w tej maszynie.

CWICZENIA

1. Czy ciagi
GL PDLG
DDL PG
LPDD
LL ...
PLPD
sg programami obliczeri w maszynie podanej na rysunku 9?
2. Czy mozna poda¢ maszyne, dla ktérej nastepujace ciaggi Sg
programami:
GLD PLP
PPLDG
PLLD G
Czy zawsze to zadanie jest wykonalne? Uzasadni¢ odpowiedz.

§ 2. Zbiory obliczert definiowane przez programy

StwierdziliSmy w poprzednim paragrafie, ze kazde obliczenie
jednoznacznie wyznacza pewien program. Mozna zadaé pytanie
odwrotne: czy kazdemu programowi odpowiada dokiadnie jedno
obliczenie? Odpowiedz jest oczywista: nie.

Na ogol kazdemu programowi odpowiada wiele obliczen, ktére on
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definiuje. Liczba tych obliczen jest skohczona, gdyz liczba standw
pamieci jest skoriczona.
Na przyktad programowi w maszynie pokazanej na rysunku 7
DLLGG
odpowiadajg obliczenia:
054502
130343
230343
320343
403021
520343
Za$ programowi w maszynie pokazanej na rysunku 9

LGLP L
odpowiada nastepujacy zbior obliczen:

010131
210131
310131

CWICZENIA

1. Poda¢ kilka programéw dla maszyny pokazanej na rysunku 9
oraz dla tych programow wyznaczy¢ zbiory obliczen.
2. Czy nastepujace ciggi:
0021230

3012345
1012310

tworzg zbiér wszystkich obliczen jakiego$ programu?
§ 3. Programy i funkcje

Programom skonczonym mozna przypisa¢ funkcjo, ktérych argu-
mentami i -warto$ciami sg stany pamieci — w sposob podobny jak to
czynilismy dla instrukcji.

Funkcje wyznaczong przez programy okre$limy w nastepujacy-
sposob:

Jezeli cigg instrukcji

70> £i> « me>Qk
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jest programem, to odpowiadajgca mu funkcja bedzie ztozeniem
funkcji odpowiadajgcych poszczegdélnym instrukcjom programu, tzn.
po zastosowaniu instrukcji £0 do otrzymanego stanu, stosujemy
instrukcje olitd. az do instrukcji ostatniej q., tzn. jezeli x jest sta-
nem poczatkowym, to po zastosowaniu do niego programu o0, o, .. .,
..., o}, otrzymamy stan

V = (Ok mmmGi(Qo{x))) mmm)m
Obliczenie
X

Qo(x)
Qi(lio(x))
Qk(mmm Qi(Q(x)) =+ m

bedziemy nazywali obliczeniem wartosci y dla argumentu x przez

program n0, qv ..., nk lub krétko — obliczeniem programu
@ 0> » me>Qkm
Oznaczmy przez n dowolny program skonczony. Wtedy be-

dzie oznaczac zbior wszystkich obliczen programu n, za$ <¢n — funkcje
przyporzadkowang programowi n.

Funkcja jest w prost}’ sposob zwigzana ze zbiorem Dn, miano-
wicie pierwsze elementy kazdego obliczenia programu sg argumentami
funkcji &n, za$ odpowiadajgce jm ostatnie elementy obliczenia —
wartosciami funkcji &. Na przyktad jezeli program DLL G G ma
nastepujacy zbiér obliczen

054021
130343
230343
320343
403021
52034 3

to funkcja odpowiadajgca temu programowi bedzie okre$lona ta-
belka:

&n(*) 1 3 3 3 1 3
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Funkcje Oa bedziemy nazywali znaczeniem programu tl) albo
funkcjg obliczang przez program n.

Program (rozumiany jako cigg skonczony instrukcji) oznacza wiec
wykonywanie obliczenia wartosci pewnych funkcji.

CWICZENIA

1. Poda¢ znaczenie nastepujgcych programoéw:
PLLGDG
LLDG P
DGLPP
dla maszyny pokazanej na rysunku 7.

2. Poda¢ znaczenie programow
DLD DGLG
LG DBG
LGLPL
dla maszyny pokazanej na fysunku 9.

§ 4. Réwnowazno$¢ programoéw

Powiemy, ze dwa programy sg rownowazne wtedy, jezeli odpo-
wiadajgce im funkcje sa identyczne. Piszac to symbolicznie mamy:

% ri wtedy i tylko wtedy, gdy A, =<3GT

Znak ~ oznacza tu rGwnowazno$¢ programow.

Zbiér wszystkich programo6éw danej maszyny jest nieskonczony,
gdyz po ostatniej instrukcji kazdego programu mozemy napisaé
nowg instrukcje, otrzymujac nowy program. Natomiast zbidr funkcji
obliczonych przez programy jest skonczony, gdyz skonczony jest
zbior stanéw pamieci. Wiadomo, ze na skohAczonym zbiorze mozna
zbudowacé tylko skonczong liczbe funkcji. A wiec pewne programy sg
na pewno réwnowazne.

Waznym problemem w teorii programowania jest zagadnienie,

I) Czasem wygodniej znaczeniem programu n nazywac zbiér jego wszyst-
kich obliczen Q,,, jednakze takim rozumieniem znaczenia programu nie be-
dziemy sie tu zajmowali.
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kiedy dwa programy sg réwnowazne. Dla skofAczonej pamieci posia-
dajacej niewielkg liczbe standéw zagadnienie to jest proste do rozwia-
zania. Wystarczy wtedy po prostu utozy¢ tabelki obu funkcji obli-
czanych przez badane programy i stwierdzi¢, czy sa one identyczne.
Jezeli liczba stanéw pamieci jest bardzo duza (a tak wiasnie jest
w praktyce), to utozenie takich tabelek jest faktycznie niemozliwe.
Wtedy musimy sie uciec do jakich$ metod, ktére pozwolityby roz-
wigzac ten problem innym sposobem. Jednakze jak dotad, w ogdélnym
przypadku zagadnienia tego nie udato sie rozwigzac.

Dla ilustracji tego zagadnienia rozpatrzymy bardzo prosty przy-
ktad maszyny pokazanej na rysunku 10.

Rys. 10

Dwie instrukcje A, B wystepujgce w tej maszynie sg funkcjami
statymi
A{x) = 1,
B(x) = 0,
jak to tatwo stwierdzi¢ na podstawie rysunku 10.
A wiec wynika stad, ze funkcja obliczana przez dowolny program
w tej maszynie zalezy jedynie od ostatniej instrukcji programu, czyli

Po> PD -« mQk ~ P/C

Inaczej mowigc, majac dwa dowolne programy mozemy tatwo spraw-
dzi¢ ich réwnowazno$¢ przez zestawienie ostatnich instrukcji w po-
réwnywanych programach. Mozemy to wyrazi¢ og6lniej: W maszynie
pokazanej na rysunku 10 dowolne programy

Po> Pi> . . o> P/c> (0. i
sg rownowazne:

PO. PI> eem P/, ~ Og, G, ..., G
wtedy i tylko wtedy, gdy ich ostatnie instrukcje sg identyczne, tj.

Pfc = -V

Aby wiec stwierdzié réwnowazno$¢ dowolnych programoéw n
i 7 w tej maszynie, nie musimy pisa¢ tabelek funkcji obliczalnych
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przez te programy, a wystarczy przeanalizowa¢ odpowiednio struk-
ture samych programow (w tym przyktadzie w bardzo prosty sposob).

Takie wiasnie metody mieliSmy na mys$li méwiac o praktycznym
badaniu réwnowaznosci programow.

Majac sprecyzowane pojecie réwnowaznos$ci programow w ma-
szynie, mozemy fatwo juz wprowadzi¢ dziatania na programach
pozwalajgce na ich upraszczanie. W naszym przyktadzie kazdy
program mozemy zastgpi¢ ostatnig jego instrukcja, otrzymujac
program mu réwnowazny.

CWICZENIA
1. Rozpatrzmy nastepujgcg maszyne (patrz rys. 11)

Instrukcja A B
Stan 0 1 0
1 01

Rys. 11

Wykaza¢, zc dla dowolnych programow w tej maszynie zachodzg
nastepujgce réwnowaznosci:

a) Co. Ci> e« >Cfc. Co> Ci> eee. Ufi>
b) AA ... A B, n= 1,2,
'2n
c) AA ... A A,
2n+1
d BA M
2. Uprosci¢ na podstawie réwnowaznosci a), b), c), d) nastepujace
programy:
BAABBBAB
AAA BA B
BBBBAAB
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Rozdziat IV

WEASNOSCI MASZYN

8 1. Funkcje obliczalne przez maszyne

StwierdziliSmy, ze kazdy program w maszynie oblicza jaka$
funkcje, ktorej argumentami i wartoSciami sg stany maszyny.

Poniewaz z kazdg maszyng zwigzany jest pewien zbidr programow,
kazdy program za$ wyznacza obliczalng przez niego funkcje, wiec
kazda maszyna okresla pewien zbiér funkcji, ktére moga by¢ obli-
czane przez programy tej maszyny. Funkcje te bedziemy nazywali
funkcjami obliczalnymi przez te maszyne.

Wyznaczenie w ogo6lnym przypadku funkcji obliczalnych przez
maszyne jest sprawa trudng, dlatego ograniczymy sie tu jedynie do
rozwazenia prostych przyktadow ilustrujgcych to zagadnienie.

tatwo na przyktad sprawdzi¢, ze zbidr funkcji obliczalnych przez'
maszyne podang na rysunku 10 sktada sie tylko z dwu funkcji statych

A(x) = 1,
B(x) = 0.
Podobnie zbiér funkcji obliczalnych przez maszyne pokazang na
rysunku 11 sktada sie rowniez z dwu funkcji
AX)= ~.r,
B(x) = x.
Symbol oznacza negacje, ktdra jest okreslona nastepujgco:
= 1,
= 0.
Jedna z tych funkcji jest negacja, druga za$ tozsamoscia.

W rzeczywistosci funkcje obliczalne przez maszyny sg oczywiscie
0 wiele bardziej skomplikowane i jest ich bardzo duzo.

Podane przykitady majg tylko w prosty sposéb ilustrowaé gtéwna
mys$l tego paragrafu.
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CWICZENIA

1. Poda¢ maszyne o pamieci dwustanowej, ktdérej zbior funkcji
sktada sie z czterech funkcji, dwu funkcji statych — jedna przyj-
mujgca zawsze warto$¢ 0, druga warto$¢ 1 — oraz funkcji identycz-
nosciowej i negacji.

2. Poda¢ maszyne o pamieci dwustanowej, ktorej zbior funkcji
przez nig obliczalnych sktada sie z dowolnych trzech funkcji poda-
nych w ¢wiczeniu 1L

§ 2. Zawieranie i rbwnowazno$¢ maszyn

Bedziemy méwili, ze maszyna M jest zawarta w maszynie 31', co

zapiszemy symbolicznie

itr < M'",
gdy Fm <FM,, ydzieFM oznacza zbiér wszystkich funkcji obliczalnych
przez maszyne M.

Jezeli wiec 31 < 31', to maszyna 31 jest w pewnym sensie ,,mniej-
sza” od maszyny 31', za jej pomocg bowiem mozna oblicza¢ mniejszg
ilos¢ roznych funkcji, anizeli za pomocg maszyny 31'. Stosunek ten
wyraza wiec jak gdyby, ktéra maszyna ma wieksze mozliwosci
zastosowan i w jakim$ sensie charakteryzuje uzyteczno$¢ maszyn.

Jezeli maszyny 31 i 31' obliczaja te same funkcje, to powiemy, ze
s one réwnowazne. Symbolicznie:

31 ~ 31" wtedy i tylko wtedy, gdy FM = FM,.

Oczywiscie, jezeli 31 ~ 31', to 31 < 31' oraz iii" > iii'.

Pojecia zawierania i rownowaznosci maszyn pozwalajg wiec
klasyfikowaé¢ maszyny z punktu widzenia ich zdolnosci obliczenio-
wych.

CWICZENI A

1. Sprawdzié, ktére z nastepujacych maszyn zawierajg sie, badz
sg rbwnowazne:
! \ a b
S
o 1 -
1 0 1
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0 0 0
1 0 1

s \ a b
0 10
1 11

S \ a b
0 1 ~
1 1

\ I

s |\ a b
0 1 1
1 1 -

2. Mozna tatwo okre$li¢ dziatania teoriomnogosSciowe na maszy-

nach: sume i iloczyn w nastepujacy sposoéb:

a) lloczynem maszyn M' i M" nazwiemy maszyne M taka, ze
wszystkie obliczalne przez nig funkcje sg jednoczes$nie obliczalne
przez maszyny M' oraz M".

b) Sumg maszyn M' i M" nazwiemy maszyne M takg, ze oblicza
ona wszystkie funkcje obliczalne przez maszyne M' badz M ".
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Skonstruowaé¢ z dwu dowolnych maszyn z ¢wiczenia 1 sume
oraz iloczyn.
Czy zadania te sg zawsze wykonalne ? \

8§ 3. Nasladowanie dziatania maszyny przez inng maszyne

Pojecia zawierania sie oraz réwnowazno$ci maszyn charaktery-
zowaly mozliwosci obliczeniowe maszyn. Czasem jednakze takie
porownywanie maszyn jest nie wystarczajgce. Nie zawsze chodzi
nam bowiem tylko o to, czy dwie maszyny majg obliczy¢ te same
funkcje, ale jeszcze mozemy by¢ zainteresowani tym, czy obliczenia
te odbywajg sie w jednakowy czy tez rézny sposéb. Dla poréwny-
wania maszyn z tego wiasnie punktu widzenia wprowadzimy pojecie
nas$ladowania dziatania maszyny przez maszyne.

Bedziemy mowili, ze maszyna M' nadladuje maszyne M (sym-
bolicznie M ¢ M'), gdy dla kazdego obliczenia w maszynie M x0, xv ...

. Xt ... istnieje w maszynie M' Oyl .., yh... speiniajace
nastepujace warunki:
1 x0— 20, .
2° jezeli obliczenia sg skonczone oraz koriczg sie odpowiednio sta-
nami x,.,'yt, to xk—vy,, - m/ .
3° dla, kazdych dwa standéw sasiednich xit xi+1l to obllczemu
x0,xL...,xlg... istniejg diva stany yp,ya w obliczeniu-

y0, Vv mmm>Himmm>taW> 7e i < i? < q oraz yp= xit y,, = Xi+v

Znaczy to, ze jezeli maszyna ii/' nasladuje maszyne M, to dzia-
tania obu maszyn sg w pewnym sensie podobne. Podobienistwo to
polega na tym, ze jezeli w trakcie jakiegokolwiek obliczenia maszy-

na M bedzie znajdowata sie kolejno w stanach ay, ay, ...,xk, ...,
i jezeli maszyna M ‘ rozpocznie dziatanie od stanu x0, to rowniez
bedzie przechodzita przez stany .r0, xv ..., xh, ... z tym, ze miedzy

kolejnymi-stanami x0 xi_j1 moze ona jeszcze przechodzié¢ przez inne
stany; jezeli maszyna M zakonczy dziatanie, to nasladujgca jag ma-
szyna M' réwniez zakonczy dziatanie i obie znajdg sie w jednakowych
stanach koncowych.

Wyjasnimy to blizej na przyktadzie kostki, ktdrg postugiwalismy
sie do tej pory w przyktadach. Wyobrazmy sobie, ze od kostki pokaza-
nej na rysunku 4 odcieto czworoscian otrzymujac bryte, jak to po-
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kazano na rysunku 12. Numeracja $cian w tej bryle jest taka sama, jak
w szescianie na rysunku 4, z tym ze nowo otrzymang $ciane oznaczo-
no liczbg 6. Wykres stanow

wraz z odpowiednimi instruk-

cjami tej nowej maszyny po-

kazano na rysunku 13, a

odpowiadajgca mu macierz

przejs¢ podano nizej.

Rys. Rys. 13
0 2 5 6 —
1 4 3 2 5
2 1 3 0
3 2 6 — 1
4 6 — 5 1
5 0 2 w 1
6 3 4 0 —

Oznaczmy maszyne pokazang na rysunku 7 przez M, za$ maszyne
pokazang na rysunku 13 przez M'. Latwo sprawdzi¢, ze M < M".



Rozpatrzmy dla przykiadu obliczenie av maszynie M :
05430415
oraz obliczenie w maszynie iii'":
05463205415

Maszyna M mogta przej$¢ od stanu 4 do 3 bezposrednio, natomiast
w maszynie M' od stanu 4 do 3 nie mozemy przej$¢ bezposrednio, ale
np. poprzez stan 6. Podobnie ze stanu 3 do 0 maszyna M moze przejsé
bezposrednio, natomiast maszyna M' musi przej$¢ jeszcze przez
jakis inny stan, np. 2 Tak samo ze stanu 0 do stanu 4 maszyna M
przechodzi bezposrednio, za$ maszyna M' wymaga przejscia przez
stan posredni, np. 5 Ze stanu np. 0 do 5 obie maszyny moga przejs¢
bezposrednio. Definicja nasladowania taka sytuacje dopuszcza réw-
niez.

Maszyna M' jest wiec jak gdyby bardziej ztozona od maszyny M
i jednocze$nie moze w pewien sposéb ,nasladowaé” dziatanie ma-
szyny M, tzn. z kazdego obliczenia maszyny M' mozna otrzymaé
obliczenie maszyny M przez odpowiednie posuwanie stanéw. W tym
sensie wiasnie nalezy rozumie¢ nasladowanie dziatania jednej maszyny
przez innag.

Oczywiscie kazda maszyna na$Sladuje sama siebie.

tatwo réwniez stwierdzi¢, ze jezeli M < M', to M < M', tzn. ze
maszyna M' moze obliczy¢ wszystkie te funkcje, ktore liczy ma-
szyna M.

CWICZENIA

1. Czy prawdg jest, ze jezeli M < i)/, to M ¢ M"?
2. Poda¢ wykresy oraz macierze stanow dla maszyn pokazanych
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na rysunkach 14 i 15 (instrukcje przyja¢ dowolnie). Czy maszyny te
nasladujg maszyne pokazang na rysunku 7 oraz na rysunku 13?
Czy maszyny te. mogg nasladowac sie nawzajem ?

8 4. lzomorfizm maszyn

Jezeli maszyny M i M' na$ladujg sie wzajemnie, to 'powiemy, ze
M i M' sg izomorficzne i zapiszemy M ~ iii".

Piszgc symbolicznie mamy:

M ~ M' wtedy i tylko wtedy, gdy M ¢ Jf' oraz il/' ¢ j]f.

Dla ilustracji izomorfizmu

maszyn rozpatrzmy dwie ma-
szyny pokazane na rysunku 13
oraz 16. Pierwszg z nich oznacza-
my' przez M, drugg za$ przez di'.
Maszyne iii' otrzymano z ma-
szyny' pokazanej na rysunku 7
przez wprowadzenie nowego sta-
nu, jak to pokazano na rysunku
15. Maszyny M i M' posiadajg
jednakowe ilosci stanéw, a po-
nadto maszyna M' ma jedng in-
strukcje wiecej (instrukcje X) ani-
zeli maszyna M.

tatwo stwierdzi¢, ze obie te
maszyny sg izomorficzne. Naj-
fatwiej przesledzi¢ to na modelu Rys. IG
geometrycznym (rys. 12 i 15).

Pokazemy najpierw, ze M < M'. Z rysunku mozna stwierdzic,
ze dla kazdego przejscia od stanu x do stanu y w maszynie M istnieje
przejscie od stanéw x do y w maszynie ii/', co znaczy, ze M ¢ M".
Na przyktad obliczeniom w maszynie M

0641
602

1) Zamiast obliczen 06 4, 6 0 2 mozemy wzig¢ tez inne obliczenia (np.
05 4oraz 6 32).
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odpowiadajg przejscia
04
62
w maszynie M".

Pozostate za$ przejscia bezposrednie od stanu do stanu sg iden-
tyczne. A wiec iLT ¢ M. Stad wniosek, ze dwie maszyny M i M’
sgq izomorficzne.

Maszyny te mimo réznej budowy' majg wiec w pewnymi sensie jed-
nakowe mozliwosci obliczeniowe: to co moze zrobi¢ jedna z nich,
moze réwniez zrobi¢ i druga.

Mozna réwniez tatwo stwierdzi¢, ze jezeli maszyny' sa izo-
morficzne, to sg réwnowazne.

CWICZENIA
- * t
1. Czy prawda jest, ze jezeli maszyny sg réwnowazne, to sg izo-
morficzne ?
2. Czyr maszyny o roznej liczbie stanéw moga by¢ izomorficzne?



Rozdziat V

JEZY KI PROGRAMOWANIA

§ 1. Uwagi wstepne

StwierdziliSmy poprzednio, ze kazde obliczenie polega na wy-
konaniu kolejnych instrukcji programu. Z kazdym obliczeniem zwia-
zany jest wiec pewien program i z kazdym programem zwigzane sg
pewne obliczenia, ktore o1 okresla.

Opisywanie obliczen za pomoca programéw ma jednak pewng istot-
ng wade. Wyobrazmy sobie, ze chcemy utozy¢ program obliczenia,
ktore jest bardzo dtugie, tzn. zawiera np. 1000 000 krokdw1).

Program takiego obliczenia zawieratby prawie 1 000 000 instrukcji.
W praktyce takie programy bytyby wiec zupelnie nieuzyteczne.
Okazuje sie,-ze jest wyjscie z tej ktopotliwej sytuacji. Programy moz-
na zapisywa¢ w pewien skrécony spos6b, tak ze programy bardzo
dtugich nawet obliczen sg od nich samych wielokrotnie krotsze. Takie
skrocenie zapisu nie jest mozliwe dla wszelkich mozliwych obliczen,
niemniej jednak prawie wszystkie obliczenia majace jakie$ znaczenie
praktyczne da sie zapisaé w taki wiasnie skrécony sposéb.

Do tego celu potrzebny jest specjalny system zapisu programow.
System ten nazywany jest jezykiem programowania.

§ 2. Schematy obliczen

Jak pamietamy, programy stuzyty do opisu pewnych czynnosci,
polegajgcych na przewracaniu kostki w mysl okreSlonych regut
(Scislej: do zmiany stanéw pamieci maszyny).

i) W rzeczywistoSci wystepujg obliczenia o wiele dtuzsze.
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Obecnie podamy specjalny jezjdr stuzacy do tego samego celu.
Wyrazenia tego jezyka bedziemy nazywali schematami obliczeh lub
krétko schematami. Schematy te bedg opisami czynnosci, jakie nalezy
wykonaé, aby zmieni¢ odpowiednio stan maszyny. Schematy obliczen
réznig sie od programow tym, ze sg one bardziej zwarte; nie kazda
instrukcja musi wystepowaé w schemacie tyle razy, ile razy bedzie ona
wykonana — jak to ma wiasnie miejsce w programie.

'Dla okreslenia jezyka ustalimy najpierw podstawowe symbole,
z jakich bedg sie sktadaty wyrazenia jezyka programowania (schematy
obliczen). Zbidr tych symboli bedziemy nazywali alfabetem jezyka.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy jako alfabet rozpatrywanego
jezyka nastepujgce symbole:

1) G, D, L, P, ! ?Stop.

Symbole te bedziemy nazywacé instrukcjami programowymi, w od-
réznieniu od instrukcji maszyny, ktorymi zajmowalismy sie do tej
poryl).

Schematem obliczen lub krétko schematem bedziemy nazywali
nastepujagce wyrazenie:

0: b, KO;
1: !

Ao (3> N>

gdzie ntsg instrukcjami programowymi oraz ki sg liczbami zawartymi
miedzy 0in (0~ ifc”n).

Tréjke symboli p, gp, Jp nazwiemy wierszem schematu.

Liczby od 1 do n bedziemy nazywali numerami instrukcji lub
wiersza2).

Liczby kO, ..., kn bedziemy nazywali numerami nastepnej in-
strukciji.

Przyjmiemy jeszcze dla uproszczenia dodatkowe zatozenia od-
noszace sie do budowy schematéw obliczed. Mianowicie, jezeli in-
strukcjg programowg jest jedna z liter D, G, L, P, Slop, to numeru

b Wszystkie instrukcje maszyny G D-L P sg wiec réwniez instrukcjami
programowymi, ale nie odwrotnie, tzn. nio wszystkie instrukcjo programowe sg
instrukcjami maszyny.

2 Numery instrukcji sg nazywane toz etykietami lub adresami instrukcji,
my jednakze pozostaniemy przy terminie ,numer instrukcji“.
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nastepnej instrukcji przy nich nie piszemy. Natomiast przy instruk-
cjach ?, ! piszemy dowolne liczby naturalne mniejsze od n.
Oto przyktady prostych schematow obliczen:

0:<? 0:?22 0-.Stop
1:D 1:L 1:/, 3
2:L 2:P 2:G
3:20 3:7,1 3:D
4: 25 4:/, 3 4:Stop
5:Slop 5:G

Innych ograniczeA na schematy obliczei nie naktadamy.

§ 3. Co oznaczajg schematy obliczen

Schematy obliczen, podobnie jak programy, stuza do opisu zmiany
standw pamieci maszyny.

Zasady postepowania wedtug schematu sg nastepujgce:

Zaczynamy zawsze wykonywanie schematu od pierwszej instrukcji
(tzn. od instrukcji oznaczanej numerem 0).

Zaldzmy, ze wykonaliSmy juz instrukcje o numerze i w schemacie.
Wtedy jako nastepng wykonujemy instrukcje o numerze j, ktéra
okresla nastepujaca zasada:

a) Jezeli w ¢-tym wierszu jest instrukcja Stop, toj jest nieokreslo-
ne, tzn. koAczymy dziatanie;

b) Jezeli -ty wiersz ma postaé i: q, gdzie

«—G D, L P, to j=¢+1,

tzn. po wykonaniu ¢-tej instrukcji postaci G, D, L, P wykonujemy
¢.+1 instrukcje schematu;

c) Jezeli ¢-tjr wiersz ma posta¢ i: /, Xtto przechodzimy do wyko-
nania /y-tej instrukcji;

d) Jezeli ¢-ty wiersz ma postaé i: ?, ¢joraz stan pamieci po wy-
konaniu!—1 instrukcji jest 0, toj = ¢+1, tzn. jako nastepng wyko-
nujemy instrukcje ¢+1 w schemacie; jezeli po wykonaniu ;—1 in-
strukcji stan pamieci byt rézny od zera, to j = kittzn. jako nastepng
wykonujemy instrukcje zapisang w wierszu ki schematu.

Instrukcje programowa G, D, L, P bedziemy nazywali podstawo-
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wymi, pozostate za$ — pomocniczymi; w szczeg6lnosci instrukcje ! —
przejsciem bezwarunkowym, a instrukcje ? — przejsciem warunko-
wym.

Bedziemy tez mowili, ze instrukcja? jest instrukcjg warunkowsa,
za$ pozostate instrukcje nazwiemy instrukcjami bezwarunkowymi.

Ponadto powiemy, ze jezeli pamie¢ jest w stanie zero, to spetnia
warunek, a w przypadku; gdy pamieé jest w stanie réznym od zera,
powiemy, zc nie spetnia ona warunku.

Przyktad

Rozpatrzmy nastepujacy’ schemat:
0:G
1:D
2:L
3:2,6
4:G
u:Stop
6:G
7:,1
i maszyne pokazang na rysunku 7.
Jezeli przyjmiemy, ze maszyna znajduje sie w stanie np. 3, to po
zastosowaniu do tego stanu powyzszego schematu otrzymamy na-

stepujace obliczenie:
3,4,0,3,403,4, ...

Kropki w tym obliczeniu oznaczajg, ze- dalej beda sie powtarzaé
cyklicznie liczby' 0, 3, 4. A wiec jest to obliczenie nieskoiczone.
Gdybysmy schemat ten zastosowali do stanu 4, to otrzymaliby$my
obliczenie nastepujace:
4,3,2,0, 2

Obliczenie w tym przypadku jest skoiczone.

CWI1CZIBNIA

1. Poda¢ obliczenia dla poprzednio rozpatrywanego schematu
i maszyny oraz 4 standw poczatkowych 2, 2, 3, 5.

2. Poda¢ przykiady innych schematdéw i rozpatrzy¢ opisywano
przez nie obliczenia dla roéznych stanéw poczgtkowych maszyny.
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§ 4. Sieci dziatan

Schematy obliczen wygodnie jest
przedstawi¢ w postaci rysunkow
zwanych sieciami dziatan.

Rozpatrywany w poprzednim pa-
ragrafie schemat bedzie miat sieci
dziatan pokazane na rysunku 17.
Na rysunku tym kazdy wiersz sche-
matu jest przedstawiony w prosto-
kacie, po ktoérego lewej stronie po-
dany jest numer wiersza, a w $rod-
ku wpisana instrukcja. Jezeli po in-
strukcji i wykonujemy instrukcje j,
to odpowiadajgce im na schemacie
prostokaty taczymy strzatka skie-
rowang od prostokata i do prosto-
kata j. A wiec z prostokata, w kto-
rym wpisana jest instrukcja bezwa-
runkowa, wychodzi zawsze jedna
strzatka; natomiast w przypadku
gdy w prostokacie wpisana jest in-
strukcja warunkowa, wychodzg z
niego dwie strzatki.: jedna wskazu-
je nastepng instrukcje, gdy waru-
nek jest spetniony, druga — rvska-
zuje nastepng instrukcje, gdy waru-
nek jest nie spetniony.

Rys. 17

Ostatnia instrukcja w schemacie jest oznaczona strzatkg z napisem

,»otop”.

Tak skonstruowana sie¢ dziatan znakomicie utatwia czytanie

w uktadzie schematéw programow.

1*
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CWICZENIA

1. Podac¢ sieci dziatan dla nastepujgcych schematéw:
0:P 0:G 0:?23
1:/, 3 1:D 1:0
2: 2,0 3./,0 3:/,1
3: Stop 340 3: L1
4 -.Sto]) i:Slop
5:?2, 2 5:G

Schematy obliczen zbudowano poprawnie t
Rozpatrzmy nastepujacy przyktad schematu:

0:1) 7 o
1:G

2:/, 4

3: 2,0

4 -.Stop

5:D

Odpowiadajagca mu sie¢ dziatan jest poka-
zana na rysunku 18. Zauwazmy, ze do prosto- 'J
kata nr 3 oraz 5 nie wchodzg zadne strzatki. A wiec
jezeli przyjmiemy, ze zawsze zaczynamy wyko- 7 z
nywanie schematu instrukcji nr 0, to widaé, ze
nigdy nie dojdziemy do wykonania instrukcji 3
ani 5. Sg one wiec w tym schemacie zbedne. Mo-
zemy je wiec opusci¢ bez naruszenia istotnych
wiasnosci schematu.

Taki schemat bedziemy nazywac niepoprawnie
zbudowanym. Natomiast schemat, ktory nie za-
wiera zadnych zbednych instrukcji w wyzej po-
danym sensie, nazwiemy schematem zbudowanym
poprawnie.

Nie bedziemy pojecia poprawnego schematu definiowac Scislej,
podany przyktad wyjasnia sens tego terminu dostatecznie jasno.
W dalszymi ciggu przez schemat bedziemy zawsze rozumieli schemat
poprawnie zbudowany.

Stop

D

Rys. 18
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CWICZENIA

1. Ktdére z podanych nizej schematéw sg zbudowane poprawnie?

0:G 0:G 0:D
1:D I:L 1.G
2:L 2:2,0 2:L
3./ 3:Stop 3:2 1
4 uSlop 4:/ 4:L
»?, 1 5:Slop 5:Stop

§ 6. Schematy obliczen i programy obliczen

Kazdy schemat obliczenia mozemy traktowaé jako skrocony, zapis
pewnego zbioru programow.

Rozpatrzmy dla przyktadu schemat, ktdrego sie¢ dziatan jest
pokazana na rysunku 17. tatwo sprawdzi¢, ze wszelkie programy,
jakie otrzymamy postepujac wedtug tego schematu, bedg mialy jedng
z postaci:

G,D,L,G
G1 Dn L, G| D, L, G

G, D, L GD,L, GDL,G

G, D, L ,GD,L,GDL,GDL,G

G T, L, G, D, L, G ...,G1,L,G.

To znaczy, ze po wykonaniu pierwszej instrukcji G, dalej wykonaliSmy
instrukcje D, L, a nastepnie w zaleznosci od spetnienia warunku
wykonamy czwartg instrukcje G i na tym zakonczymy dziatanie albo
tez przy niespetnionym warunku wykonamy szostg instrukcje (tez G)
i pézniej przejdziemy do wykonywania pierwszej instrukcji (D) itd.
Mozemy to zapisa¢ krétko: programy otrzymane ze schematu po-
kazanego na rysunku 17 moga mie¢ postac

1) G, D, L, (G D, L)* G,

gdzie
(G, D, L)»
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oznacza dowolny z nastepujgcych programow:

0 — program pusty-
G D, L™

G DL GD,L
G D,L,GD,L,GD,L

tj. dowolne powtdrzenie programu zawartego w nawiasie (réwniez
powtoérzenie puste).

Wyrazenia postaci 1) sg nazywane wyrazeniami regularnymi.

Na podstawie dowolnego schematu i jego sieci dziatanh mozemy
napisa¢ odpowiadajagce mu wyrazenia, dajgce wszystkie mozliwe pro-
gramy' wyznaczone przez zadany schemat programéw.

CWICZENIA

1. Poda¢ wyrazenia regularne dla nastepujacych schematow:

0:G 0:D 0:D
1:D 1:G 1:G
2:?7, 1 2:P 2.1, 4
3\L 3L 3\L
4:G 4: 7 2 4.2 0
5:Stop 5:Stop 5 :Stop

§ 7. Schematy obliczen i funkcjo

Kazdy schemat — podobnie jak i program — wyznacza pewng
funkcje. Na przyktad schemat
0:G
I:D
2:L
2.7, G
4:G
5-.Stop
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ktorego siec dziatan pokazano na rysunku 17, wraz z maszyna poka-
zang na rysunku 7, wyznacza nastepujacg funkcje:

x101123.4|-5

1(») 2 — 121 —=1213
Wartos$¢ tej funkcji dla argumentéw 1 i 3 jest nieokre$lona, co zazna-
czono w tabelce kreskami.
Kolejne wartosci tej funkcji obliczono w nastepujacy sposoéb:
Dla poczatkowego stanu pamieci 0 otrzymamy na podstawie
rysunku 17 i rysunku 7 nastepujgce obliczenie;

0,
G(0) = 2
D@ = 3
L(3) = 0,
4(0) = 2,

tj-/(0) = 2.
Dla stanu poczatkowego 1 obliczenie bedzie miato nastepujacg
postac:

1
G() = 4
D(4) = 0
L(0) = 3
G(3) = 4,
D(4) = G,

3

dalej bedga sie nieskonczenie powtarzaé stany 4, 0, 3. A wiec funkcja
(&), dla x —a1, jest nieokreslona.
W podobny spos6b mozna wyznaczy¢ pozostate wartosci funkcji.
Zauwazmy, ze zawsze wtedy, gdy funkcja jest nieokreslona,
»~chodzimy w kotko” po jakiej$ zamknietej drodze w sieci dziatan oraz
wykresie stanéw maszyny.
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CWICZENIA

1. Podaé funkcje zdefiniowane przez maszyne na rysunku 7 oraz '
nastepujgce schematy:

0:0 0:L 0:0
1\G 1:D 1:L
2:/, 4 2.0 2:L
3:/> 3:M 3?25
4: 7 3 4:L 4\Stop
5\Stop 5 :Stop 5:7,1.

8 8. Rownowaznoéé schematow obliczen

Jezeli dwa schematy definiujgjednakowa funkcje, to ‘powiemy, ze sg
one rownowazne (zaktadamy tu, ze w obu przypadkach mamy te sama
maszyne).

Sprawdzanie réwnowaznosci schematéw metoda, w ktorej szukamy
funkcji definiowanych przez oba schematy, jest ucigzliwe nawet dla
rozpatrywanych przez nas prostych przyktadéw. Dlatego bytoby rzeczg
wielce wskazang, opracowanie innej metody sprawdzania rownowaz-
nosci — tatwiejszej w uzyciu. Na przykiad metoda taka mogtaby
polega¢ na tym, ze dla zbadania, czy dwa schematy sa rownowazne,
czy nie, dowiadujemy sie na podstawie analizy postaci schematéw.

Bytoby rzeczg pozyteczng, gdybysmy potrafili, majac zadang
pewng liczbe schematdw — o ktérych wiemy, ze sg rbwnowazne —
wyprowadzi¢ wszelkie inne schematy réwnowazne. Jednakze zadanie
to jest nierozwigzalne.

CWICZENIA

1. Sprawdzi¢, czy nastepujgce schematy sq rdwnowazne (przyjac
maszyne podang na rys. 7):
0:0 0:0
1:L 1:2,0
2:.?20 2:L
3:Stop 3:Stop
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§ 9. Operacje na schematach obliczen

Schematy obliczen mozna ze sobg tgczy¢ otrzymujgc nowe sche-
maty. taczenie to najlepiej wyjasni¢ na podstawie sieci dziatan.

Jezeli poczatek jednej sieci dziatan potgczymy z koncem innej
sieci dziatan w ten sposob, ze instrukcje Stop w drugiej sieci zastagpimy
pierwszg instrukcja pierwszej sieci, to tak otrzymana sie¢ jest réwniez
siecig dziatan jakiego$ schematu, o ile tylko odpowiednio przenume-
rujemy instrukcje w drugim schemacie. llustruje to np. rysunek 19.

Rys. 19

Do kazdego numeru instrukcji w drugim schemacie dodalismy
liczbe 4 (numer ostatniej instrukcji w pierwszym schemacie). W ten
sposob ulegt rdwniez zmianie numer nastepnej instrukcji w instrukcji

warunkowej w drugim schemacie.
Otrzymanej w ten sposob sieci dziatan odpowiada schemat jak

nizej:
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- ororo
o

0
1
2
3:
4
5
6
7

:Slop

Mozna tatwo sprawdzi¢, ze zlozeniu schematéw obliczen odpo-
wiada ztozenie funkcji, tj. jezeli schemat P definiuje funkcje /;,(.r),
za$ schemat P' — funkcje fP'(y), to ztozenie schematow P, P' bedzie
definiowato funkcje f pifi> {[/)), przy zatozeniu, ze do konca schematu P
dotaczyliSmy poczatek schematu P'.

Druga wazng operacjg na schematach obliczen jest iteracja
(powtarzanie) (lanego schematu. Operacje te rowniez najtatwiej
wyjasnié na sieci dziatan.

Iteracja schematu polega na zastgpieniu w schemacie instrukcji
Stop instrukcjag warunkowga oraz w przypadku speinienia warunku
przejécia do instrukcji Stop, za$ w przypadku niespetnienia warunku,
przejscia do instrukcji pierwszej (tj. zerowej) schematu.

Oprécz tych dwu operacji mozna okre$li¢ jeszcze inne operacje na
schematach obliczen, ktore pozwalajg na tworzenie najpierw prostych
schematéw, a nastepnie tgczenie ich w wieksze catosci.

Na przyktad schemat obliczania funkcji V\g{x) mozna ztozy¢
z dwu schematdw: schematu obliczania Ig(g;) oraz \/y.

Mozliwos¢ dziatania na schematach upraszcza znacznie postugi-
wanie sie¢ maszynami.

CWICZENI A

1. Poda¢ schematy bedace ztozeniami nastepujgcych schematéw:

0:G 0:D 0:D
1:D 1:G 1: /, 3
2:L 2:L 2:G
3:/,5 3:? 2 3:7? 2
4:Stop 4:0 4:Stop
5:7, 1 5:Stop

6:Stop
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§ 10. Réwnowaznos$¢ jezykdéw programowania

Kazdy jezyk programowania przy ustalonej maszynie wyznacza
pewien zbi6r funkcji, ktére sg zdefiniowane przez schematy obliczen
tego jezyka.

Majac zadane dwa jezyki i ustalong maszyne mozemy pytac, czy
oba te jezyki wyznaczajg jednakowe klasy funkcji, w takim przy-
padku mozemy mowi¢ o réwnowaznosci jezykdéw programowania.

Moze sie zdarzy¢ réwniez taka sytuacja, ze jeden jezyk okresla
szerszg klase funkcji niz drugi; ten pierwszy jezyk jest wiec w pewnym
sensie ,bogatszy” od pierwszego. W praktyce wazne jest pytanie,
w jaki sposéb rozstrzygng¢, czy zadane dwa. jezyki programowania sg
rownowazne, czy' ktory$ z nich jest bogatszy.

Zagadnienie to do tej pory nic jest jednakze rozwigzane.

CWICZENI A

1. Czym sie rdézni klasa funkcji definiowana przez maszyne od
klasy funkcji definiowanej przez jezyk programowania i te samg
maszyne ?

2. Czy klasy te sg zawsze roéwne (rézne)? Od czego to zalezy?

§ 11. Systemy programowania

W poprzednim paragrafie dla poréwnania jezykdw programowania
przyjmowalismy, ze maszyna jest ustalona. Nic jednakze nie stoi na
przeszkodzie, abySmy rozpatrywali pare: jezyk — maszyna, jako
samodzielng jednostke pojeciowa.

Para taka bedzie nazywana systemem programowania. Oczy-
wiscie, kazdy system programowania wyznacza pewng klase funkcji.
Podobnie jak poprzednio mozemy wiec pyta¢ o rownowaznos¢ syste-
mow rozumiejac przez systemy rownowazne takie systemy, ktore
wyznaczajg te samg klase funkcji.

Pozostaje wiec pytanie: ktory z dwu rownowaznych systemoéw
programowania jest lepszy' (przy' zatozeniu, zc maszyny w obu sy-
stemach sg rézne) ?

Mozemy bowiem przy' ustalonej klasie funkcji, ktére chcemy w sy-
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stemie oblicza¢, zbudowac prostag maszyne, natomiast postugiwac sie
skomplikowanym jezykiem programowania wyréwnujgcym niedo-
statki maszyny. Mozemy tez postgpi¢ odwrotnie —budujgc ztozong
maszyne i stosunkowo prosty jezyk, otrzymujgc w rezultacie identyczne
jak poprzednio mozliwosci obliczeniowe.

Jest to znany od poczatku istnienia maszyn matematycznych pro-
blem — do tej pory zreszta nie rozstrzygniety — jaka czes¢ mozliwosci
obliczeniowych systemu zrealizowa¢ maszynowo, a jakg programowo
— lub jak to moéwig fachowcy, co realizowa¢ w ,hardwarze”, a co
w ,softwarze”.

Jak juz wspominalismy, sprawy tc nie sg do tej pory dostatecznie
zbadane ani z praktycznego, ani tez z teoretycznego punktu widzenia.

CWICZENIA

1. Na podstawie rozpatrywanych do tej pory przyktadéw maszyii
i jezykdéw podac¢ dwa systemy programowania. Co mozesz powiedzie¢
0 ich réwnowaznosci ?



ZAKONCZENIE

Podsumujmy krétko problemy i wyniki, ktére rozwazaliSmy w tej
ksiazce.

Najpierw okresliliSmy bardzo og6lnie pamieé maszyny — jako
urzadzenie mogace przyjmowac rézne stany. Takie rozumienie pamieci
jest wystarczajaco do badania wielu istotnych witasnosci maszyn ma-
tematycznych. Okre$lonej w ten sposob pamieci maszyny odpowiada
w matematyce pojecie relacji, ktéra wyznacza ,nastepne” stany
pamieci.

Wprowadzajgc pojecie instrukcji maszyny rozumianej jako funkcja,
ktéra kazdemu stanowi pamieci przyporzadkowuje nastepny stan
pamieci, mogliSmy okres$li¢ maszyne matematyczng jako pare ztozong
ze zbioru stanéw oraz zbioru instrukcji. W zwigzku z tym jest jedno-
znacznie wyznaczona przez podanie jej pamieci oraz zbioru instrukcji
maszyny.

Nastepnie rozpatrywaliSmy pojecie obliczenia w maszynie, pro-
gramu obliczenia oraz funkcje obliczalne przez maszyny i programy.

Dalej rozpatrywalismy jezyki programowania i systemy progra-
mowania.

Zrozumienie powyzszych poje¢ stanowi klucz do rozumienia pro-
blematyki teorii maszyn matematycznych.

Na proste, zdawatoby sie, pytania zwigzane z problematyka maszyn
matematycznych — wcigz nie ma odpowiedzi.

Znalezienie odpowiedzi na te pytania (jak np. réwnowaznosSci pro-
graméw, jezyk6w programowania czy tez systeméw programowania)
ma duze znaczenie praktyczne jak i poznawcze. Dlatego w ostatnich
latach obserwuje sie bardzo intensywny rozwo0j badan teoretycznych
w dziedzinie maszyn liczacych.
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Doktadne zrozumienie pojecia maszyny i rozwigzanie zwigzanych
z tym probleméw moze mie¢ powazne znaczenie nie tylko dla maszyn
inatem aty cznyeh.

Dla wielu 0s6b interesujacych sie matematyka i jej zastosowaniami
otwiera sig, rowniez w Polsce, nowe ciekawe i wazne pole dziatalnosci

twarczej.
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